CAPITULO

3

Limite de una funcion

3.5 Limites en infinito

e Sea f(x) una funcién. Supongamos que (a, +00) C D s. Diremos que el limite de f(x) cuando
x tiende (o diverge) a +00 es « [notacién HT f(x) = «) silos valores de f(x) estan tan

préximos a o como queramos con tal de tomar x > a suficientemente grande.

f(x) cercade a

X positivo suficientemente grande

e Sea f(x) una funcién. Supongamos que (—oo,b) C D r. Diremos que el limite de f(x) cuando
x tiende (o diverge) a —oo es « (notacién lim f(x) = «) si los valores de f(x) estan tan

proximos a o« como queramos con tal de tomar x < b negativo de suficiente gran valor absoluto.

lcanek.azc.uam.mx: 22/ 5/ 2008



Calculo Diferencial e Integral I

y
Iim f(x) =«
X>—
/ f(x) cercade o
:::::::::::::::::::::::::] o
y=s )
x
. - b
X negativo de suficiente gran valor absoluto L

En estos casos a la recta y = « se le llama asintota horizontal. Esto es, se dice que larecta y = «
es una asintota horizontal de la funcién f o bien de la curva y = f(x) si ocurre alguno de los
hechos siguientes:

lim f(x) =« obien lirf f(x)=«.

En este contexto tenemos los siguientes comportamientos:

Iim x" = 4+ooconn € N
x—>+00

lim x" = +oosin espar.

X—>—00
lim x" = —oo sin es impar.
X—>—00
c m
lim —; = 0con — € Q% y ¢ constante.
X—>+00 )C; n

En particular

. C
Iim — =0.
x—+oo X1

‘“ c 4
Esto lo sintetizan algunos autores poniendo <:|:—) =0.
00

. _ ai an—1 ap
Si f(x)=aopx" +ax" '+ +ay_1x +a, =x" (ao + =+t =+ —n),entonces:
X X X

1. xgrfoo f(x) = 4+oosiag > 0.

2 xgrfoo f(x) = —o0siag < 0.

3 xl_i)rpoof(x) = +oosiag > 0yn es par.

4. xl_i)rpoo f(x) = —oosiag > 0yn esimpar.
5. xl_i)rpoo f(x) =—oosiag <0ynespar.

6. xl_i)rpoo f(x) =+4oosiag <0yn esimpar.

Obsérvese, por ejemplo, que una funcién polinomial no tiene asintotas y que, sin es impar, Ry = R.

Ejemplo 3.5.1 Dada la funcion polinomial f(x) = —4x>+5x>—6x+7, calcular lim_ f(x) & lz’T f(x).

2



3.5 Limites en infinito

7
Y Yaque f(x) = —4x3+5x*—6x +7 = x> (—4 +-———=+ —3), entonces:
x x

x X

X—>+00 —+00

Ejemplo 3.5.2 Dada la funcion p(x) = x® — 2x* + 3x? — 4x — 5, calcular lim _p(x) & lz’T p(x).
6 4 5 6 2 3 4 5
Y Yaque p(x) =x"—=2x"+3x"—4x-5=x"(1—-— + — — < — — |, entonces
X x4 x> x
. . 2 3 4 5
L im g0 = [ (12 5 e fom )| = e
2 3 4 5
P _ z 6 —_
2. Mm p(x) = Tm {" (1 e tTe T x—s)] = +oo.
Ejemplo 3.5.3 Dada q(x) = —x'% 4+ x® — x® + x* — x* + 1, calcular lim_q(x) & ZfT q(x).
\
1. lirp g(x) = lirp (—x10 X8 3 px* 2 4 1) =
1 1 1 1 1
_ 10 _
= Hm {x (‘”72‘74 i x—)} —°
1 1 1 1 1
p 1 10 _
m q(x) = Tim {x (_1 T T @ e s +XW)] = —00.
Ul
P
e Si f(x)= (x) es una funcion racional con

Q(x)

P(x) = aox™+a1x™ ' +.. . +amy Q(x) = box" +b1x" ' +...+b, polinomiales (ag # 0 & by #
0), entonces:

0 sim <n;

lim f(x) =

a .
-— S1m =n,;
x—>Fo00 bO ’

t+oo sim>n.



4 Célculo Diferencial e Integral I

Este resultado es claro si ponemos

T @) o (g4 & an)
_P()C)_X <Clo+x+...+xm _)C Clo+x+...+x

fx) = = =
o) w«m+i+m+—) bo+ — 4.+ —
X x" X x"
a
Una funcién racional tiene asintotas horizontales y = 0sim <n; y = b—o sim = n; y ademds
0
puede o no tener asintotas verticales.
4x%? —5x + 6
Ej lo 3.5.4 Dada = ————— calcular lim x) & lim x).
jemplo SO =5 At a Jim  f(x)& lim f(x)
v
x2 (4 > + 6
) ) 4x%> —5x 4+ 6 ) x  x2
lIim f(x)= lim ——— = Ilim =
X—>—00 x——o002x2 —3x + 4 x—>—0o ( 3 4 )
x2(2-2+ =
X X
5 6
4-245  im (4——+—2)
= lim X xz _rre r X/
X —>—00 3 4 3 4
2——+4 ) lim 2——+4 )
X X X—>—00 X X
_4-0+0_
S 2-040 7

De igual manera se obtiene que lir}rn f(x) =2
X—>T00

Por lo tanto, la recta y = 2 es una (y ademas la tinica) asintota horizontal de la funcién f o bien de
la curva y = f(x).

U
3x —4
Ejemplo 3.5.5 Calcular lim S s
x—+o00 5x2 — 6x + 7
v
3 4
. 3x —4 ) X X
S 6y 17 o, A
o o x?2 (5 - —+ —2)
X X
4
3 - ‘“ 3 4
= lim T = (1_) =0%.
X (5 - —+ —2) o
X X
] ] : 3x —4 . iy
Aqui la recta y = 0 es una asintota horizontal de la curva y = S _6r g7 Ademas también es la
x2 —6x
Unica pues de la misma manera
3 —4 “ 3 ”
im —— " — () =0,
x——o00 5x2 —6x + 7 —00
U



3.5 Limites en infinito 5

2x3 —3x + 4
Ejemplo 3.5.6 Calcular lim %
X —>—00 X —

3(2 3+4 2(2 3+4
o 2x3=3x+4 . x x2  x3 i o x2  x3

v

La funcién no tiene asintotas horizontales pues de la misma manera se obtiene que

lim

2x> —=3x+4  “[4o00\”
T s () = 4.
x—>+00 5x — 6

5

3x —2)*(2x 4 5)*
Ejemplo 3.5.7 Calcular xETOO ( );x6 _) 7();—_:8) :

v

o (Bx=22%2x +5)*
lim =
x—>+oo  6x6 —7x3 4 8

G 1 G5 G R CH

= Jim 7 8 = Jim, 7 8
)C6 6——3 3 )C6 6_)C_3 )C_6
X X
2 4 2 4
w6 (3-2) (242 322) (242
= lim i = lim a
_x—>+oo 6 7 8 _x—>+oo 6 7 8 -
(6= 5+ BRI
3)2(2)*
:()6() =3(2) = 24.

(3x —2)%2(2x + 5)*
6x% —7x3 4+ 8

La recta y = 24 es asintota horizontal de la funcién f(x) = y es la tnica pues
andlogamente lim f(x) = 24.
X—>—00

O

Ejemplo 3.5.8 Calcular

1o X
x—=+oo 4/x2 4+ 1
> i T2
X—>—00 ‘/XZ + 1
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= lim =
x—>+o00 /x2 + 1 x—>+00 x—>+00 1
)C2 (1 + i) \/)C2 1 + —2
x2 X
5 5
X (4 — —) X (4 — —)
= lim /- lim Y _
x—>—+00 1 x—>—+00 / 1
|)C | 1 + ) X 1 + )C_2
4 5
Ty 4
= lim X =_=4.
x—>+00 1 1
L+

Noétese que, como x — +o00, podemos suponer que x > 0 por lo que | x | = x.

La recta y = 4 es una asintota horizontal de la curva y = ﬂ
NEZEN
4 - 5 <4 - 5)
Hm m = m 1 = m
1 + = x2 Va2 [1 )

, (4—;) (-3)

= lim ————Z2 = lim ———%2_ =
X—>—00 1 X —>—00 1
|)C | 1 + )C_2 —)C“ 1 + )C_2
5
4-- 4
= lim ——&X = =_4,
X—>—00 1 —1
—J1+ 5
Ahora consideramos que x < 0 pues x — —oo por lo que | x | = —x.
4x — 5
La recta y = —4 es la otra asintota horizontal de la curva y = —.
g Vo]

y

y = 4 asintota horizontal

y = —4 asintota horizontal




3.5 Limites en infinito 7

O
. Vs -X
Ejemplo 3.5.9 Calcular i Erj’:/loo s
v . X . X . X
1 — =1 = 1 =
x—1>I:ll;loo 3/x3 +9 x—1>I}:100 9 x—1>I:ll;loo 3 5 9
7 fo(n2) e
x3 X
1 1
= lim ol — = lim ===
X—>T 0 X—>To0
X1+ = 1+ =
X X
X
La recta y = 1 es la asintota horizontal de la funcién f(x) = ——.
y = 1 asintota horizontal
_ _ X
YEIW = e
X
O

Ejemplo 3.5.10 Calcular lz’T (Vx + 1= x).

‘“ 4

¥V Este es un limite indeterminado (0o —oo) . Hagamos un truco: racionalicemos el numerador

qo YXFTI-Vx

venido haciendo:

. Generamos primero una diferencia de cuadrados y hacemos luego lo que hemos

) — o — Vx+14+ x|
x1—1>r—|1:loo( X+ _ﬁ)_xgrfw ( x+1_ﬁ)m+ﬁ B

It (Vx + 1?2 = (V/x)? lim x+1—x
= m = =
x>too L /x + 1+ /x x>too \/x + 14 /x

1 /" 1 7
= lim = (—) =0".
x—>+00 /x + 1 4+ /x <+oo)

La recta y = 0 (el eje de las abscisas) es la asintota horizontal de la curva y = +/x + 1 — {/x.

[ 3]

y=f(x)=Jx+1-x

y = 0 (el eje x) asintota horizontal
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[
Ejemplo 3.5.11 Calcular lz’T (Vx2=3x+5—x).
¥ Otro (oo —o00) .Procedemos como el ejemplo anterior y algo més
Vx%2=3 5
Iim (Vx2—-3x+4+5—x)= lim |[(Vx?—-3x+5—Xx) al xroty =
x—+00 x—+00 */X2—3)C+5+)C
o (Wx2=3x+52%—x2 . x2—-3x+5-x2
= lim = lim =
x—400 x2—-3x+54+x x—400 3 3
’ NAERE
X X
3+ >
) —3x+5 ) o X
= . 35 i 3 5
Vx[l——+ —+x lx[4/1——+—=+x
x  x? x  x2
(como x — +o00, x > 0, entonces | x | = x)
(2+3)
x(—=3+—
. X
= 111}:
X—>1T00 3 5
X < I——+ — Tt 1)
V X X
3+ >
o v -3 3
= . 5 el 2
l——+5+1 *
X X
3 ) :
Por lo que larecta y = —5 esuna asintota horizontal de la curva y = +/x? —3x + 5 — x.
3
La otra asintota es y = 5 pues de la misma manera
3 3
lim (Vx?>—=3x+5-x) = >
ya que
x (—3 + —)
VX2 =3x+5-—x= al .
3 5
—X I——+ — T 1
X X
[

Ejercicios 3.5.1 Soluciones en la pdgina ??

Calcular los limites siguientes:



3.5 Limites en infinito

1. lim 2x =3 . 17 lim v 9 + 4)C2
x—+oo 4x : —
x—>—00 3+ Xx
4x% —5x +6 5x
2. i . 18. lim —2
x50 23 — 3x2 + 8 x50 VxZ 44
o 5x346x—7 33— 1
3. lim 19. lim “Z .
x—>—00 3x> —2x + 1 x>+00 /X2 + 1
4. lm M ) 0. I Vx2+1
x—~>=00 5x3 + 6x — 7 ’ x—lj{looﬁ
1i \ x2+1 . X + Sm
5. lm : 21. lim
x—>+o00 X x—+00 2)C2 + 1
6 lim L x3 xz
Camoo /x24T 22. i -
X+ 1 x—1>I}r1oo<2x2—l 2x+1)
2 _
7. lim %. 23. lim (V¥ +5-x).
xX—>—00 X x—+o00
8 lim 5x -3 24. xli)rfoo(«/xz —4x +3-Xx).
S x40 /32 4 2x + 6
25. lim (v/x2+5—x).
9. lim 2x 43 T
Camteo  [Bx—2)% 26. lim (VX2 —4x +3—x).
- - Z.
10. lim = il _ 3)“12 L 27. lim (VA% —dx 13 +1).
x—>+00 X2 —
01 5x 42 28. Hm (vx*+5x—x)
. lim .
x—>=00 \/3x2 +2x 4+ 5
29. Iim (V4x2 + x — v/4x2 =2)
1 lm At e
o lim ——
x—>—00 \/9x2 + 5 30. lim (V/x3 +2x2 —x)
8 6
13. lim s 31, lim (VA2 +x—x)
x—>—00 /5x2 4+ 6x — 8 x—>+00
3x + 4 : 2+ 2x + 6 )
14, lim —— 32. lim (VX2 +2x+6+x
x—>—00 /2x2 + 5
| 3 — /x3
g VIR Bl (VD
. lim ——
x—>—o00 3+ 2x 34. xl_i)rfoo(m —X)
VX2 +5+5x
16. l_i)rf Bx 14 35. lirf (2x — +/4x2 + 5x —3)

Ejercicios 3.5.2 Soluciones en la pdagina ??



10 Célculo Diferencial e Integral I

Misceldnea de problemas sobre limites.

J(x+h)— f(x)
h

Un limite muy especial para una funcién f es }llirn . Calcular este limite para:
—0

1. f(x) = c con ¢ constante. 4. f(x) = ax® con a constante.

c

2. f(x) = ax + b con a, b constantes. 5. f(x) = cona, b, ¢ constantes.

ax+b

3. f(x) =ax®>+bx +ccona,b,cconstantes. 6. f(x) = /x.

7. La funcién f tiene la gréfica siguiente

y
3 7777777
5 I
y=f(x) -———1 |
| 1 I
LA I
| o | X
-1 1 2
a. Determine:
i. lm f(x); v. lim f(x);
x—>—1" x—>2~
ii. Iim f(x); vi. lim f(x);
x—>—11 x—>2+
iii. lim f(x); vii. lim  f(x);
x—>1- X—>—00
iv. lim f(x); viii. lim  f(x).
x—1t x—>+00

b. Calcule f(1), f(2) y también f(—1).

c. (Existen los limites lin_11 f(x); lim1 f(x); lin12 f(x)?

x—1
————— six <-—1;
VX2 =2x —x -
8. Considere la funciéon: h(x) =
Vx+5-2 .
— six > —1.
x+1

a. Calcule el lim h(x).

b. ¢Existe lim1 h(x)? Justifique su respuesta.
x—>—

9. Gratique una funcién que cumpla con los siguientes requisitos:

10



3.5 Limites en infinito

a. f(0)=0; e. Erf f(x)=3;

b. f(5) =1 )

¢ Jim f =3 im0 =3

d. lim+ f(x) = +o0; g. lirrg f(x) =4.
x—2 xX—>

10. Trace la grafica de una funcién f que satisfaga las siguientes condiciones:

a. lim f(x)=0; g lm f(x) =4
b Mm Jx) = oo ho lim f(x) = I:
c. lim f(x)=0; *
x—>-2+ i. lim f(x) = 0;
d. lim f(x) = =3; x5
. lim f(x) = —oc: o Jim S =1
f. lim f(x) =2; k. Iim f(x)=>5.
x—>1Tt x—>+00

11. La funcién f tiene la gréfica siguiente:

y
| |
| |
| |
| |
1 } y=f(x)
| |
T T A I —
| — |
fffffffff el x
-2 1 2 3
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a. De la grafica determine:
i lim f(x); vi. lim f(x);
x—>—2- x—1t
ii. xlgr;+ f(x); vii. xlirgl_ f(x);
iii. lim f(x); viii. lim_ f(x);
x—>2" x—3t
iv. lilr?+ f(x); ix. lim f(x);
V. linl1_ f(x); x. lim f(x).

b. Calcule f(-2), f(1)y f(2).
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c. ¢Existen o no los siguientes limites?: lim2 f(x); lim1 f(x); lin12 f(x); lin13 f(x).
x—>— x— x— x—

Vx2—1—+/x2-3x six<-8:

12. Considere la funcién g(x) = (x+3)|x+2] Si—8<x<-2:
x+2
9 — x2 six > —2.

a. Calcule lim g(x).

b. ;Existe el lim2 g(x)? Justifique su respuesta.
x—>—

V5x2+3x +1
V2x2 =3
16 — x2

5—/x2+9

determinar los limites laterales en —4 y el limite en —oo.

six < —4;
13. De la funcién f(x) =

si—4<x<l1.

2

4
14. Para la funcién f definida por f(x) = \/%, determine:
x J—

a. Dominio y raices.
b. Asintotas verticales y horizontales.

c. Bosquejo gratico.

15. Dar un bosquejo de la grafica de una funcién f que cumpla los requisitos siguientes:

Es continua en los intervalos (—oo, —2), [-2,1), [1,3] y en (3, +00); y ademas:

X—>—00

b. lir£14 f(x)=0;

a. lim f(x)=-3; g. lim+ f(x)=2;
x—1

h. 111131_ f(x)=4;
c. lim f(x)=+4oc; *
X—=27 i lim f(x)=-1;

d. lim+ f(x)=0; x—>3+

xX—>—2 . . S
. lim f(x) = =3; b ) =0
f. linl1_ f(x) = —o0; k. xll’)lfoo f(x)=2.

16. Dibuje una gréfica de una funcién f que satisfaga todas las condiciones siguientes:

a. lim f(x)=-2; e. lim f(x) = —o0;
x—0+ x—2+
b. lim f(x) =1, £ lim f(x)=3;
. f(0)=-1; e
lim f(x) = oo g lim f(0) =4

12



3.5 Limites en infinito

13

17. Bosquejar la gréfica de una funcién f que cumpla las condiciones siguientes:

a. f(-=1)=0;

b. f(3) =3

c f(0)=73;

d. xgr_r;_ f(x)=-1;
e. xgg+ f(x) = 4o0;

f. lin}) f(x) =-=2;

g. Iim f(x)=-1,

x—>3"

h. lim f(x)=1;

x—3t

i. xEI-fl:loo f(x)=2;

jo lm f(x) = —oo0.

18. Bosqueje la gréfica de una funcién que cumpla las siguiente condiciones:

o]

- lim f(x) =3;
b. lim f(x)=25;

x—>—3"

c. lim f(x)=4;

x—>—31
d. f(0) =0;
. . x—3
19. Considere las funciones f(x) = )
x J—

rales.

a. Grafique las funciones f & g.
b. Calcule lim+ (go f)x).
x—1

c. Calcule lirjp (f og)(x).

e. lin})f(x) =1;

f. lin?_ f(x) = 4+o0;

g. lim f(x) = —oc;

x—17t
lim f(x)=—1.
xX—>+00
x2 -9 .
g(x) = ————— con sus dominios natu-
—x—2

13
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Ejercicios 3.5.1 Limites en infinito, pdgina ??

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. 2x —3 1
Iim = —.
x—>+o00 4x 2

. 4x3 —5x + 6
hm —:2
x—>—002x3 —3x2 48

5x3 -
im LW:(W
x—>—003x5 —2x + 1

, 3x° —2x + 1

m — = +400.
x—>—00 5x3 + 6x —7

241

lim YL
x—>+00 X

It AR
S B

o Ax2-16

iIim —— =—1.
x—>—o0 x +4

, 5x —3 5
Iim = —.
x>+00 /3x2 4+ 2x +6 /3
I 2x 43 0

m —— =
X—>00 /(3)6—2)3

4_3,2_1

o YT
x—+00 x2 =1

, S5x +2 5
i = ——.
x—>—00 \/3x2 +2x + 5 V3
. 4x + 1 4

IiIm —— = ——.
xe—wm 3

3 8&x +6 8
iIm —— = ———.
xX—>—00 \/5x2 4 6x — 8 NG
) 3x +4 3

iIm — = ——

x—>-00 /2x2 + 5 ﬁ
. V9 + 4x2
llm B — =—1.

X—>—00

34+ 2x

I Vx%2 454 5x 6

im —— = —.

x—+o00 23x + 4 23
VO +4x?

lim
x—>—o0 34+ x

Ejercicios 3.5.2 pdgina ??
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

I X _ 5
x>0 x2 44
i Jx3 -1
lim ——— =1.
x—>+oo~/x2+]
” x2+1 |
o
x+5vx24+1 6

Iim

x>too 2241 N2

) x3 x? 1
lim — = _.
x—>+oo \2x2 -1 2x+1 4

lim (Vx24+5-x)=0%.
X—>+00

lim (vVx%2—4x+3—x)=-2.
xX—>+00
xl_i)rzloo(\/x2 +5—x) = +o00.

lim (vVx2—4x+3—x)=+4o00.
X—>—00
lim (vVx2—4x+3+x)=2.

X—>—00

lim (+/x2 4+ 5x —x) = +o00.
X—>—00

1
lim (V4x2 4+ x — V4x2 -2) = h

xX—>+00

2
lim (/x3+2x2—x) = 3
X—>—00

1
lim (V/x%2+x—x)=—.
x—+00 2
lim («/x2+2x+6+x> =—1.
X—>—00
No tiene sentido.

lim (V/x%2—-2x+5—x)=—1.

xX—>+00

5
lim (2x — +/4x2 +5x —3) = ~1

xX—>+00
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1. 0. 11. a. lim f(x) = oo; Iim f(x) =—oc;
X—>—=2" x—>—2%
2. a. lim f(x) =00, lim f(x)=0;
x—>2— x—2t
3. 2ax +b. . 1 " 1
4 3ar? S =g i =y
—ac lim f(x)=1, lim f(x)=2;
5 —. x— 3t
(ax + b)?
Iim f(x)=—-, lim f(x)=2;
1 . X—>—00 2 X—>00
6. ——,six >0.
2Vx b. f(=2) no existe;
7. a . lirnl_ fx) =1 lirr11+ f(x) = —o0; f(1) no existe;
—— x—>—
Iim f(x)=1;, im f(x)=1; f(2)=0;
x—>1- x—171
3 3 z. . .
lim f(x)=—; lim f(x)=—; “ xlgr—lz J(x) no existe;
x—>2- 27 x—2+ 2 1
lim f(x) = —o0; lim f(x)=>; o S =5
X—>—00 xX—>—+00 2
3 1 lirra f(x) no existe;
b. f(1)=0, f2) ==, f(-1) = =; =
F /@ 2 A 2 lim f(x) no existe.
C. lirn1 f(x) no existe; x=3
xX—>—
Iim f(x)=1;
x—>1f( ) 12. lim g(x) = —g;
" _ 3 X—>—00 2
Jim, () =5 lim g(x) # lim g(x);
X—>=2" x—>—2%F
8. a. xli)r{looh(x) =5 xl_i)rr_12g(x) no existe.
b. No existe limlh(x).
o 13. lim f(x) ~ 1.581;
9‘ X—>—00
Iim f(x) ~ 1.5425;
xX—>—4~
lim f(x) = 10.
x—>—47+
3 ——t——==
! | 14.  a. Dy = (—00,-2)J(2, +00);
YA
v \ x no tiene raices;
-1 2 5
77777 3 b. x =2 & x = —2 son asintotas verticales;

no tiene asintotas horizontales.

C. y

y=f(x)
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