CAPITULO
6

Reglas de derivacion

6.2 Regla dela cadena

En las reglas bésicas de derivacién se aplican férmulas apropiadas para calcular las derivadas de las

funciones f + g (suma), f — g (diferencia), fg (producto) y i (cociente). Pero no se present6 en esa
g

seccién una regla que nos diga cémo calcular la derivada de una composicién de funciones; esto es,
no sabemos cémo calcular la derivada de f o g (g compuesta con f o bien g seguida de f).
Es, precisamente, la regla de la cadena la que nos dice cémo obtener la derivada de y = (f o g)(x).

Regla de la cadena:

g f y=(fog)x)= flg(x)]

fog
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2 Célculo Diferencial e Integral I

Siu = g(x) es una funcién derivable en xy, donde uy = g(x¢) y siy = f(u) es una funcién derivable
en uy, entonces la funcién y = (f o g)(x) es derivable en xy:

(f 08)(x0) = f'(u0)g"(x0) = f'[g(x0)]- & (x0) .

¥ Enla demostraciéon de esta regla desempefia un papel relevante el comportamiento de la funcién
u = g(x) cuando x estd cerca de xo, ya que si existen puntos x cerca de x, tales que g(x) = g(xo),
entonces la diferencia g(x) — g(xo) = 0 genera problemas.

Por eso en esta demostracion suponemos que g(x) # g(xo) para x cerca de xo y X # Xo.

Sea ¢(x) = (f 0 £)(x) = [lg(x)] = f(u) conu = g(x),
b0y = lim P =G0 e (Feo)@) = (feg)o) _ o fle(] — flglxo)]

X—>X0 X — Xo X—>X0 X — Xo X—>X0 X — Xo

Se multiplica y divide por el nimero diferente de cero g(x) — g(xo):

o [f[g(X)] — flg(x0)] g(x) — g(Xo)] _
¢'(x0) = lim =
X—Xo X — Xo g(x) — g(xo)
_ ok [f[g(X)] — flg(x0)] g(x) —g(xO)} .
m : *)
x—xo | g(x) — g(xo) X — Xo

Pero la derivabilidad de g en x, asegura la continuidad de g en x.
Luego, cuando x — X, sucede que g(x) — g(xo); 0 sea que u — uy, cuando x — xo.
Volviendo a (*) vemos

o) = [t LS [ 209 —C0)] _

x=>xo - g(x) — g(xo) X>Xo X —Xo

_ {Hm f(u)—f(uo)] {Hm g(X)—g(xO)] _

- Uu—ug Uu— Uy X—>X0 X — Xo
= [f'(uo)llg'(x0)] = f'[g(x0)] - &' (x0) .

Por lo tanto,
(f 0g)'(x0) = f'[g(x0)] - g'(x0),

que es lo que se queria demostrar.

[
En general si u = g(x) es una funcién derivable en x & y = f(u) es una funcién derivable en u,
entonces la funcién y = (f o g)(x) es derivable en x. Ademas

d flg()] dg(x) df(u) du _
d g(x) dx  du dx

d d
= {%f(u)] {Eg(x)] .

dy _ (v (du
dx  \du dx )~

dy

d d
o= (fe)) = ——fle()] =

Esto se acostumbra sintetizar como:



6.2 Regla de la cadena 3

Un caso particular de la regla de la cadena es cuando y = f(u) = u" conn € N &u = g(x),
situaciéon que se conoce como la regla de la potencia:

y=(fog)x)= flg(x)] = [g)]"

y entonces,

dy _ d_y d_u _ i n d_u _ n—1 d_u _ n—1 i
dx (du) (dx) N (du” ) (dx) = (nu )(dx) = nle)] [dxg(x)} |

Es decir,

d ad g s
—lg" =g = = g ()" g ().

En palabras: la derivada de una potencia de una funcién derivable es el exponente por la potencia
una unidad menor de la funcién base, por la derivada de la funcién (“la derivada de lo de adentro”,
como se decia anteriormente).

Ejemplo 6.2.1 Para g(x) = 2x> +5& f(u) = u'®.
1. Obtener (f o g)(x).

2. Calcular i(f o g)(x).
dx

\
1. Calculamos y = (f o g)(x) = flg(x)] = f(2x3 +5) = (2x3 + 5)1°.

fog

Entonces, (f o g)(x) = (2x> + 5)1°.

2. d _dy d_y d_u
a(ng)(X)_a = (du) (dx)

= (j—uuw) [j—x(zﬁ +5)] =

= (10u”)[2(3x?) + 0] = 10u° (6x?) =
= 10(2x3 + 5)%6x? = 60x>(2x3 + 5)°.
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Lo cual es exactamente lo que se obtiene con la regla de la potencia:

d d
d—(z)c3 +5)1° = 1002x3 + 5)9d—(2x2 +5) = 102x> + 5)? - 6x% = 60x*(2x> + 5)°.
X X

Demostraremos ahora la regla 2 para el caso en que el exponente es un ntimero racional, esto es:

Regla 2**. Si f(x) = x" conn = P ¢ Q(p € Z yqge N), entonces f'(x) = nx""1.
q
v

D
En efecto, tenemos que f(x) = x ¢; elevando ambos miembros a la potencia ¢, tenemos que [ f(x)]? =
x?; ahora derivando con respecto a x ambos miembros de esta tltima igualdad:

d _ 4 AU
) = xS gl = pa

Lo primero por la regla de la potencia y lo segundo por la regla 2*. De aqui que

p—1 p—1 p—1 D P _
df(x)  px _px _ P P P T et

dx T glfeeT q( —) e 4 q

x4

Que es lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 6.2.2 Seanu = g(x) & f(u) =u"conr e Q.
1. Obtener (f o g)(x).

2. Calcular i(f og)(x).
dx

L (feg)x) = flg)] = [g(x)]".
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Entonces, (f o g)(x) = [g(x)]".

d _dy (v (du) _(d N[d )
E(fog)(x) T dx (du) (dx) N (duu ) {dxg(x)] N
= (ru" ') =rlg@)) g’ (x) =

d
= —(fo9)(x) = rlg() g (x) =
X

d
= ()] = rlg(x)]) g’ (x).
X

Ejemplo 6.2.3 Calcular la derivada de w = /2t3 + 4.

Y Por laregla de la potencia

dw d 1 1 1 d
— =20+ 42 =2+ 422+ 4) =
dt dt( +4) 2( +4) dt( +4)
1 | 612 312
=23+ 4)72(6¢%) = = :
2 2213 +4)2 23+ 4

Ejemplo 6.2.4 Calcular la derivada de u = - S
-

Y Por laregla de la potencia

du _d [ 5 \_d) 5 _1[5(2_ 73] =
dy dy \32=y*) dy |2—yH3| dy Y N
d 1 1 )
WU Ae D O WIS = S0 W I
de( yh 3 5{3( yh 3 dy( y)]
20y3 1 B 20y3
3oyt 3yt

5 ;
=324 =

1-2x3\°
Ejemplo 6.2.5 Calcular la derivada de y = (T;S) :
x
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¥V Por la regla de la potencia y luego por la del cociente
dy d (1-2x*\"
dx —dx \1+2x3)

s(1-2¢ Thad (1-2x%
1+ 2x3 dx \1+2x3)

Il
)

d
—(1+2x3
dx(+x)_

d
-3\ * (1 + 2X3)E(1 —2x3) — (1 —2x3)
1+ 2x3 (14 2x3)2

5 ( 1 —2x3 )4 (1 + 2x3)(—6x2) — (1 — 2x3)(6x2)
14+ 2x3 (14 2x3)2

s (1 —2x3)4 (—6x2)(1 +2x3 +1-2x3)
1+ 2x3 (1+2x3)2

51 =2x%)4(=6x2)(2)

(14 2x3)4(1 +2x3)2

_—60x2(1 —2x%)*

(1 42x3)8

Ejemplo 6.2.6 Calcular la derivada de z = (u® + 1)°(u® — 2)8.

¥V Por la regla del producto y luego por la de la potencia

C = w0 -2 =
d

= 00 D ) 0 -2 1) =

=’ +1)°8(u’ — 2)8_1%(143 —2) 4+ (u? —=2)%5> +

d
15_1— 3 1) =
) du(u +1)

=’ + 1)°8u> —2)"Bu?*) + (u® —2)%5w® + 1)*(3u?) =

=24u%(u + 1)° (> —2)7 + 152> = 2)3(u® + 1)*.
Para simplificar, factorizamos

Z_i =3’ + D*w’ - 2)"[8(u’ + 1) + 5 - 2)] =

= 32w + D*w® —-2)"8u + 8 4+ 5u> — 10) =
=3u?(u’ + D*w? -2)7(13u° - 2).

(312 —4)3

Ejemplo 6.2.7 Calcular la derivada de w = 2=
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V¥ Primero por la regla del cociente y luego por la de la potencia

dw d {(3%—4)3} _

dr ~ di | 2—12)*
d d
_ 2- t2)4a(3t2 —4)3 — (32 — 4)35(2 —1?)* _
[(2 —2)*

, d . d
~ (2—1*)*3(3t* — 4)* IZ(.%2 —4)— (312 —4)*42 —1t?)* 15(2 —1?)

(2—12)8
_2=1)*3(37 —4)%(61) — (32 — 4’42 - 12)*(-21)
B (2—12)8 B
18:(2 — t2)*(3t%> — 4)% + 81 (31> — 4)3(2 — 1?)3

(2—12)8
Para simplificar, factorizamos

dw  2t(2—1*)°(B> =492 —1*) + 43> - 4)] _
dr (2—12)8 =
22— 123G - 4)2(18 — 92 + 126> — 16)
o (2 —12)3(2 — 12)5 -
2137 = 4)*(2 4 31?)
B (2 —12)5

Ejemplo 6.2.8 Calcular la derivada de f(x) = \/(1 —x)2+ vx—1..

Y Puesto que f(x) = [(1 —x)2 + (x — 1)1/?] 12,

1 L2 1 _1
f’<x>:5{<1—x>2+<x—1>z] {2(1—x>(—1>+5<x—1> 7| =

1
_2(1—x)+ﬁ_ —4(1—x)v/x—1+1 _

_2\/(1—x)2—|—\/x—1 _4«/x—1\/(1—x)2+«/x—1 -
_ 4x—DHv/x—-1+1
WX (1= + Vx—1

Ejemplo 6.2.9 Calcular la derivada de y = \/ X+ /x4 Jx.
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dx a’x<\/ \/T>:j_x<x+m) =
! d( m):

2\/+\/rd

:2\/ —(x)+di\/x+\/}}:
X+ Vx+/xt

1 [ d 1
= l—l——(x—l—«/)?)z]:
2\/x+ x4+ Jx b dx
= 4] (x—l—«/_) 21( +«/_)]
2\/x+ x+Jx b

1

2\/x + Vx + V& 2y/x + /x Ldx dx

1 1 1
= 1+ (1 + )] :
2\/x VYt 2v/x +/x 2Jx
[l
Ejemplo 6.2.10 Utilizando 3 procedimientos diferentes, obtener la derivada de
B 3x2—1
R VT
v
1. Considerand - tencia d funcid
. Nnsi ran . = D —— NCI. n ncion
onsiderando que: y 2 11 es potencia de una funcié
dy d (3x*-1 5 B
dx  dx \3x2+1) —
U321\ 2 d [3x2—1 "
2\ 3x2+41 dx \3x24+1)°
Pero
d /3x2—1 (3x? +1) (3x—1)—(3x—1) (3x +1)
dx <3x2 + 1) (3x2 4 1)2 -
(3x% + D (6x) — (3x? — 1)(6x)
N (3x2 + 1)2 -
_ 18x? +6x —18x% +6x 12x
(Bx2 +1)2  (Bx241)2°



6.2 Regla de la cadena

Entonces, sustituyendo en (x)

dy 13x*-—1)77 12x  12x(3x*—1)"2 _
dx 23+ 1) G2+ 12 2@3x24 13
_ 6x _ 6x _
CBx24+D3Gx2—1)2 G2+ DA LIV -1
6x 6x

TG+ DB DB D) B2+ DV 1

3x% — 1)3
2. Considerando que y = u es un cociente de potencias de funciones:
(B3x2 4+ 1)z
dy d |(3x?— 1)z B
dx —dx |3x2+1)3|

(3x2 + 1)%1(3x2 — 1)z —(3x2— 1)%1(3x2 + 1)z
_ dx dx

. (>(->(-)
[(3x2 + 1)2]?
Pero
d 1 1 1 d 1 1 3x
— B2 ==-03x2-1)" T —CBx2-1)==-CBx* -1 6bx = ——
GG D2 =0T - D)oo GxT - 1) = S (3x7 — 1)726x Gx? — 1)
d 1 1 1 d 1 1 3x
— B2+ D2 ==CBx>+ 1) 2—0CBx*+ 1) ==-Cx*+ 1) 26x = ————.
dx( X7+ 12 =S ) dx( ) =5 ) G2+ 1)}
Entonces, al sustituir en ()
(3x2 + 1) PP NTT S A
dy (3x2 —1)2 (Bx2+ 1)z
dx (B3xZ2+1)
o 3xBx2+ 17 3x(Bx*-1)7]
C3241 | Bx2—1)2 (3x2 4 1)z

1 [3xGx2+1)=3x(3x2 = 1)
T3+ 1| Be2— DI+ 1)) ] -
_ 1 9x3 4+ 3x — 9x3 + 3x 6x
S 3x2+1 ( V32— 1/3x2 + 1 )

- Gx2+ Vox*— 1
3. Considerando que y = (3x? — 1)%(3)C2 + 1)_% es un producto de potencias de funciones:
d
Z_)yc = E[CM —D)IBx2+ 1)) =
2 1 d 2 -1 2 1 d 2 1
=0CBx"=1)2—0CBx"+1)2+CBx"+1)2—3x"—1)2. (***)
dx dx
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Pero
d 1 -3
S GBx* )T =——(Bx2 4 1) T6x = —3x(Bx% + 1) = 7x3
dx 2 (3x2 +1)2
d 1 1 1 3x
— @B -1 =-CBx*-1)26x = —"—.
(- i = 2(3x2 -1 Ry
Entonces, al sustituir en (* * *)
d -3 3
_y — (3x2_1)%7x3+(3x2+1)—%7x1 —
dx (322 +1)2 (3x2 - 1)}
—3x(3x2—1)2 3x

(3x2 4+ 1)2 (B3x2+ 1)I(Bx2—1)7
—3x(3x* = 1) +3x(3x*+1)
(Bx2+ 1)33x2 -1
X3+ 9% +3x 6x
B2+ DVBRZ FIV32 -1 B2+ DVOxt— 1

Ejercicios 6.2.1 Soluciones en la pdgina 12

Utilizando reglas de derivacién, calcular la derivada de las funciones siguientes.

1. y = (3x*-2)°.

1 10

3. z=4/1-y2.

5
4, =
(Bu? + 1)2
6
5. x =
3 y5 _ 2

2.2
7 Fe) =4/ ;x .

8. f(z) =422 + 27— 2z .

4 1
9. y={f .
Y 2— 51

10
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10 y =xvVx+/x+1.
2
11. x = L
y2+1
12. y = |
Y x—vx? -1
1
13. f(z) = ‘/27"'
(Vz +3)?
v/ 1+3
14. Si f(w) = % , calcular f/(1).

15. Sean ©(s) = /1 — ¥ (s), ¥ (=2) = =3 & ¥'(-2) = 3, calcule ®'(-2) .

11



12

Calculo Diferencial e Integral I

Ejercicios 6.2.1 Regla de la cadena, pdgina 10

dy

1. — = 60x3(3x* —2)*.
dx
2 d—u =10(t + y’ 1 !
T t 12)
3 dz  —4y
Cdy 1 y?
4 d_w_ —60u
Cdu (Bu2+1)3
5 dx _ —10y*

dy — (5 -2)*

dy 1 L n 1
dx 1 { 2\/T x2
24/ x + \/; x
3x2+1 X
7. ' = — .
S 222\ 1-3x2

12

10.

11.

12.

14.

15.

1 1
'(z2) = 8z — :
1) 2V/4z22 + V27 -2z ( ) v27—2z>

dy _ 13
dt  33/2—=51)%4r + 1)2

d_y 6x/x+1+5x+4

dx 4 x F1vVx+J/x+1
dx _ 3y(y*+2)

NI
, 1

y = .
xvVx2—1—-x2+1

-z +1
2J2(J7+3)%
f'(1) ~ —1.6111,

3

P'(-2) = 7.

f(@) =



