CAPITULO

6

Reglas de derivacion

OBJETIVOS PARTICULARES

1. Aplicar reglas bésicas de derivacién para calcular derivadas, de diverso orden, de funciones
algebraicas.

2. Aplicar la regla de la cadena en el cdlculo de derivadas, para funciones explicitamente definidas.

3. Aplicar el método de derivacién implicita en el cdlculo de derivadas, para funciones definidas
implicitamente.

6.1 Reglas basicas de derivacion

Como se habra notado en el capitulo anterior, para calcular la derivada de una funcién y = f(x)
mediante la definicién, usando la denominada regla de los cuatro pasos, generalmente es necesario
llevar a cabo un laborioso procedimiento algebraico.

Para evitar tal complejidad, se opta por el uso o la aplicacién de resultados o reglas bésicas generales
que nos permiten el cdlculo de la derivada de diversas funciones de uso frecuente.

Dichas reglas se demuestran a partir de la definiciéon de la derivada a veces con el uso de algin
artificio algebraico.

A continuacién enunciamos las reglas bdsicas de derivacion, seguida cada una de su respectiva de-
mostracion.

e Regla 1. Si f(x) = ¢, con ¢ constante, entonces

ey = 4 _4d _
S = fx) = —c=0.
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Calculo Diferencial e Integral I

Ejemplos de la regla 1:

1. Si f(x) =5, entonces f'(x) = 0.
2. Si f(x) = —125, entonces f'(x) = 0.

3. Si f(x) =k, con k constante, entonces f'(x) = 0.

Y Demostracién regla 1:

Siparacada x € R se tiene f(x) = ¢, entonces

fx+h)— f(x) ~ i S € :ngzlim():o =
h h—0 h h—0 h h—0

= f'(x)=0.

f'(x) = lim
h—0

d
Es decir, —c = 0.

dx

e Regla2. Si f(x) =x",conn € N, entonces

/ _i _i n __ n—1
S = f ) = Xt =nx"

Ejemplos de la regla 2:

1. Si f(x) = x°, entonces f'(x) = 5x*.

2. Si f(x) = x99, entonces f'(x) = 100x*°.

¥ Demostracién de la regla 2:

f(x)=x" = f(x+h)y=x+h".

G ) f() = () — " =

= {x” +nx""'h + @x”‘zh2 + . h =X =
=nx""'h + @x”‘zh2 + n(n —21(2();1 —2 XRA 4 4t =
= h {nx”_l + n(nzi_l)x”_zh + n(n _21()3()’1 —2) X" 4+ R
Jx+h) - f) _
= nx”_}ll + mx”_zh + n(n = Din = 2) X"hE 4 4+ R

2 2(3)



6.1 Reglas basicas de derivacién

i SO D = () _

h—0 h
—1 —1 -2
— x4 7”(”2 )2 (0) 4+ 1 : ()3()” )30 4.4 0
f/(x) =nx""1.
: d n n—1
Es decir, —x" = nx""".
dx

Mas adelante veremos que esta regla se puede generalizar para el caso en quen € Q.
Nota: un caso particular de la regla 2 aparece paran = 1:

d
Es decir, —x = 1.

Observacion: en lo que sigue trabajaremos con funciones que suponemos derivables.

e Regla 3. Si F(x) = f(x) + g(x) — ¢(x), entonces

d d
F'(x) = o F) = lf () +g(x) —¢()] =

d d d , , ,
= ) + 80 = () = /() + /() ¢ (x).
Ejemplo de la regla 3:

(XS +X100 —X)/ — (XS)/ + (XIOO)/— ()C)/ — 5)C4 + 100X99 _ 1 .

¥ Demostracién de la regla 3:

Fx)=f(x)+gx)—¢(x) = F(x+h)=f(x+h)+g(x+h)—¢(x+h).

Fx+h)—F)=[fx+h)+gx+h)—dx+h]—[f(x)+g(x)—9o(x)] =
=[x +h)—fl+ g+ 1) —g)] = [¢(x + 1) —p(x)].

Fx+h - F) _ fx+h=/f) g+ —gl) ox+h)=-dx)

h h h h
. F(x+4+h)—F(x)
lim =
h—0 h
i SO =@ gt —g() M) =g()
h—0 h h—0 h h—0 h
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Fix) = f'(x) + g'(x) —¢'(x).
d
Es decir, - [f(x) +g(x) —¢(0)] = [ +g'(x)—¢'(x).

Esta regla se generaliza para el caso de tener la suma algebraica de mds funciones.

e Regla 4. Si¢(x) = f(x)g(x), entonces ¢'(x) = f(x)g'(x) + g(x) f'(x).
Ejemplo de la regla 4:

[(XS + )C)(XIOO _ 1):| / — (XS + )C)(XIOO _ 1)/ 4 ()CIOO _ 1)(X5 + )C)/ —
= (x° +x)-100x”° + (x'° = 1)Gx* + 1)

¥ Demostracién de la regla 4:

p(x) = f(x)g(x) = d(x+ )= fx+h)g(x+h).

px+h)—¢(x) = f(x +)gx +h) — f(x)g(x).

Restamos y sumamos f(x + h)g(x)

P(x+h)—¢(x) =
=fx+)gx+h) - fx+ngk) + fx+hgx)— f(x)gx) =
=S+ Mg +h) =g+ gX)[f(x +h)— f(x)].

PO+ M) —p(x) _ [+ g+ M) —g@)] | @IS+~ f)] _
h h h
i {g<x+hh>—g<x>] . {f(XthZ—f(X)} |

o S+ =) _
h—0 h

— lim [ f(x +h)
h—0

g+ h) = g(x)} i [g(x) fleth) - f(X)] |
h h—0 h

J(x+h)— f(x)
. :

¢'(x) =
h) —
= |t 105+ i ST i o)t

Notese que }llin% f(x+h) = f(x), pues f es continua, ya que es derivable. Entonces:

¢'(x) = f()g'(x) + g(x) f'(x).



6.1 Reglas basicas de derivacion 5

Es decir,
d / /
T g)] = f(x)g"(x) +g(x) f1(x).
([
Nota: un caso particular de esta regla 4 serd enunciada como regla 5, debido a que se usa
frecuentemente.

e Regla 5. Si ¢p(x) = cg(x), con ¢ constante, entonces ¢'(x) = cg'(x).
Ejemplo de la regla 5:
(5x199) = 5(x190)" = 5.100x° = 500x°° .
¥ Demostracién de la regla 5:

d
Considerando la regla 4 con f(x) = ¢ y laregla 1 en la que se asegura que f'(x) = —c = 0:

dx

d d
¢'(x) = ——leg (0] = cg'(x) + g(x) e = cg'(x) +8(0)(0) = cg'(x) =
= ¢'(x) = cg'(x).

Es decir, i[cg()c)] = cig(x) .
dx dx

a
« Regla 65150 = £, entonces ¢ = 5L =S8’
Ejemplo de la regla 6:
x> +x / (XIOO _ l)(x5 + x)’ _ (x5 + x)(XIOO _ 1)/
(W) - (x100 — 1)2 -
(x10 —1)(5x* + 1) — (x° + x) - 100x*°
- (x100 — 1)2 :

¥ Demostracién de la regla 6.

_ S ACR
b0 =1 = g = LD
LGRS 00 f () — g+ h) ()
= PR =0 = T e G+ Mg () ‘

Restamos y sumamos g(x) f(x) en el numerador

S(x + 1) — p(x) = ) fx+h) —g(x) f(x) +g(x)f(x) —gx +h) f(x) _
g(x +h)g(x)

_ g)[f(x+h)— f(X)]— f(X)[gx+h)—g(x)]
g(x + h)g(x) '
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Entonces,

px +h) —¢(x) _

h

1 {g()c)[f(x +h)—f()]  S)glx+h) —g(X)]} _

ok g(x + h)g(x) g(x +h)g(x) -
_ g(x) [f(X+h)—f(X)} B S (x) {g(X+h)—g(X)]

glx +h)g(x) h glx +h)g(x) h '

Calculamos el limite

o PG =)
m =
h—0 h

:lim{ g(x) {f(x—l—h)—f(x)] _ f(x) {g(x—t—h)—g(x)]}
h—o | g(x + h)g(x) h gx +h)g(x) h ’

Vemos que }llirr(l) g(x + h) = g(x), pues g(x) es continua por ser derivable.

J(x)

g(x)

¢'(x) = [f'(x)] - [g'(x)] =
g(x)g(x) g(x)g(x)
_ gx) f'(x)  f(x)g'(x) _ gx) f'(x)— f(x)g'(x)
[g(x)]? [g(x)]? [g(x)]? '
Entonces,
oy &) () — f(x)g'(x)
#x) = Ak |
Es decir,
d d
d [ﬂx)] 8= T80 () ) — f)g' ()
dx |g(x)| [g(x)]? B [g(x)]? '

Generalizamos la regla2 en el casoen quen € Z.

e Regla 2*. Si f(x) = x",conn € Z, entonces f'(x) =nx""!.

Ejemplo de la regla 2*:
(x~100y" — _100x~101

¥ Demostracién de la regla 2*:
Sin € N, la funcién es la de la regla 2 precisamente.
Sin=0= fx)=x"=1= f/(x)=0=0x""1.

Sin es un entero negativo, entonces —n € N.

d d
1 Xl —=1—x7" “(0) — (— —n—1
fo == o = dx YT CmYT
n (x ”)2 x—2n
— nx_n_l — nx—n—1+2n — nxn—l )

x—2n



6.1 Reglas basicas de derivacién

d
Por ahora supondremos que paran € Q se cumple: d—x” =nx
x

Ejemplo 6.1.1 Calcular las derivadas de las funciones:

L. f(x) = —20. 6. a(z) :Z4—i2.
z
2. = x°.
glx)=x 7. B(t) = Ji—1+6.
31
3. h(t) = = 8. y(x) = 5x* —2x3 + 4x2.
, 1 3x2 —4x +5
5x% — 6x3 — 8x*
5. ¢(x) = Vx3. 10, y = .
y /5
Y Soluciones
L fi =L a0 =0,
dx
- g'(x) = i()65) = 5x""1 =5x*.
dx
3, d (31
hit)y=—|—)=0.
© dt(S)
4. ., d 1 d -8 —8—1 -9 8
7' ay (yg) dy(y ) y y 39
5. . dy5_4 3 _33._31_3
¢(x)—dx«/x_—dxx2—2x2 —2x2—2ﬁ.
6. _i 4_i _14 ) 14_1—2_
a(z)_dz (Z 22) _dz(z ‘ )_dzz az- =
2

n—1

=4z ()Tl =423 4223 =423 4+ — -
z
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8. ./ :i 4_23 422154_123 142:
Y0 = (58 = 200 4 4x) = (5 = 2+ (4x?)

d

=5—x*— 2ix3 + 4ix2 = 5(4x>) —2(3x%) + 4(2x) =

dx dx dx
= 20x> — 6x% + 8x.

9. ., d (3x>—4x+5
6 _E< 7x? ) B

d (3x*> 4x 5
T dx <7X2  7x2 +7x2) -

d 3 4 _, 5,1 d(3\ d/[/4_,
ZE{?_?X T Fa(i)‘a(? )
=0- ; (;—xx_l) + % (;—xx_z) = —;(—x_z) + ;(

4 , 10 , 4 10 4x—10
= —X - —X — — —

7 7 Tx%  Ix3 7x3

También podriamos derivar §(x) directamente como un cociente de funciones:

7)621(3)62 —4x +5)— (3x2—4x + S)i(7x2)
SI(X) — dx dx —
(7x2)?
_ Ix*(6x —4) — (3x® —4x + 5)14x

49x4

_42x7 —28x% —42x7 4 56x% —70x  28x* —70x _ Tx(4x —10x)

49x4 49x*
_ 4x — 10
X3

Tx(7x3)



6.1 Reglas basicas de derivacion

10. , d d [(5x>—6x>=8x*\ d (5x* 6x° S8x*\
Y =a) T ix 2./x Codx \oxr  oxr oxir )

gx%) di(:sxz) - —(4x2) =
5d 3 d s d 7
Ea)ﬂ —3d—)€2 —4£X2 =

15 15 15 —304/x3 — 564/ x°
:Z«/_—E’V)CS—14V)C5: f 4)C al .

Y como cociente:

. <5X2 —6x3 — 8x4) " 2x3(10x — 18x2 — 32x3) — (5x2 — 6x3 — 8x4)x 2
y = =

2% 4x
. 20x3 — 36x3 — 64x2 — 5x3 + 6x3 + 8x73 .
- e -
_15x3 —30x3 —56x%  15x2 —30x3 —56x3  15.x — 30V/x3 — 56v/x%
4x 4 4

Ejemplo 6.1.2 Calcular las derivadas de las funciones:

L) = §+§ 3. y = (5x7 —4x?)(1 — x* + x*).
— 11
2. h(y)=11+7§yy3. 4 Z_(“/__‘/_)<___+ﬁ)-

Y Soluciones:

d d
L P <x2_3> . (2 +3) (2 =3) = (" = 3) (x> +3) _
dx \x>+3 (x2 +3)2
(P32 -0 - (?=3)2x+0)  2x(x*+3) —2x(x*—=3)
B (x2 4+ 3)2 B (x2 4 3)2 B
x3 + 6x —2x3 4 6x 12x

(x2 + 3)2 C(x243)2°
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2. 3 d 3 3 d 3
W) d (1_2y3> _ (1+2y )5(1—2y )— (1 =2y )5(1+2y ) _
dy \\1+2y3 (1+2y3)2
(1 4+2y)(0—-6y?) — (1 -2y°)(0+ 6y?)
- (1+2y3)? a
_—6y*(142y°) —6y*(1—2y%)  —6y>—12y° —6y> +12y°
- (1+2y3)? - (1+2y3)?2 -
o —12y?
(14232
3.y = a _ i[(5)c3 —4xH(1=x*+xH] =
dx  dx

= (5x° — 4x2)i(1 —x2+xH+ (1 —-x*+ )c“)i(S)c3 —4x%) =
dx dx

= (5x3 —4x?)(0—2x +4x3) + (1 — x> + xH)(15x* — 8x) =

= (5x° —4x?)(4x> — 2x) + (x* — x* + 1)(15x% — 8x).

También podemos efectuar primero el producto (5x3 — 4x2)(1 — x? + x*)

y luego derivar:

y = (x> —4x?)(1 = x? +x%) = 5x3 —4x? —5x° +4x* +5x7 —4x® =

= x7 —4x% — 5x° + 4x* 4+ 5x3 — 4x2;

por esto,
d
% = 35x%—24x°-25x*+16x3+15x2—8x.
4. _, _ d_Z _ i _ 3 l _ i i —
Z_a’u_a’u{(\/l7 ﬂ)<u u2+u3 B

U U u3 ) du
=(«/_—«3/E)(—u_2+2u_3—3u_4)+(l—i—l-%)(
u u
=(«/_—3/E)<_—21+33—i4)+<1—i+i)< 1l—%):
u us u 2u2  3u3

, 12 3 111 1 1
=i (s )+ (et e) (v svm)

10



6.1 Reglas basicas de derivacion 11
Podemos efectuar también primero el producto y luego derivar:
1 1 L2 3 5 5 _8
z=@2—u3)u ' uP+u ) =u2—u 3—u 2+4u 3+u 2—u 3;
por lo tanto:
dz 1 _%+2 _§+3 _% 5 _% 5 _%+8 _%
— =—=u ~u —U 2——uU 3—-U ~u
du 2 2 3
U

Ejercicios 6.1.1 Soluciones en la pdgina ??

Utilizando reglas de derivacién, calcular la derivada de las funciones siguientes.

1

f(x) =1—2x +3x% —4x3. 7.y=(x—l+iz)(ﬁ—i)-
3x10 4x6  5x3 9 o V¥
8=t g 8.z = (x> + 1)2(x2—1)3.
23 4 5 1+
L ht)=———4+ ———. 9. x = ——.
© 3t 4t2+5t3 ot# SR
y = 44/x3 —63/x* + 8V/x5. 10. y = 2x )
x2+4
1 1 1
U= - - . 3u+2
NV VA 11 w=——
4u? -9
:3y2—4y—|—5 9 v 1
6.y YT _wrt

11
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Ejercicios 6.1.1 Reglas bdsicas de derivacion, pdgina ??

12

1. f'(x) = =2+ 6x — 12x2.
/ 9 5 5 2
2. g'(x) = 6x" —8x +5x.

2 3 12 10

3.hMt)=—+ — — — + —.
Q 3z2+2z3 5z4+3z5
dy
du 1 1 1
5 — = — + + )
dy 23 33/y* 4/yS
dx 3 1 5
6. — ==y ———=— ———.
dy 4ﬁ 3V 124/y3

10.

11.

12.

2= (X3 +1)2(6x° —12x3+6x) + (x2—1)3(6x° +

6x).

dx

dt
dy

dx
dw

du

dv

dw

612
(1—13)2

—2x2+8 _ 2(4—x?)

(x2 + 4)2 - (x2 + 4)2'
12u? + 16u + 27
(4u? —9)?

1-2w
(w2 —w + )%




