CAPITULO

1

Los numeros reales

1.6 Valor absoluto

En el siguiente eje se muestran el niimero —8 y el 5. Se puede apreciar que la distancia de estos dos
nameros al origen es 8 y 5 respectivamente.

8 5

e En el eje la distancia de un ntimero a al origen, que se denota mediante d(a, 0), se conoce como
valor absoluto y se expresa de la siguiente manera

d(a,0) =|a].
Entonces, la distancia del nimero 5 al origen es
d(5,0)=5|=5
y la distancia del nimero —8 al origen es:

d(—8,0) = | -8| = 8.

Propiedades del valor absoluto:

la| a sia > 0;
[} al =
—a sia <O.
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Calculo Diferencial e Integral I

Ejemplos:
1. |7| =7yaque7 > 0.
2. |-10| = —(-~10) = 10 yaque — 10 < 0.

—10 0

10
la| = +a.

El signo =+ se lee mds o bien menos.

la] > 0.

la] =0 & a=0.

Va2 = |a |. En general si n es par ¥/a" = |a|.

la| =[—al|
Ejemplos
1. Sia=3 = |3|=|-3] = 3=—(-3) = 3=3.
2.85la=-5= |-5|=]|-(-5]| = |-5|=|5| = (-5 =5= 5=5.

—lal=a=]al

Ejemplos:

1.Sia=2 = —|2|<2<|2| = —2<2<2.

2.85ia=-6 = —|—6|<—-6<|-6] = —[-(=6)] <—6<—(-6) = —6<

—6 < 6.
la-bf=lal-]b].
Ejemplos:

1. Sia=2&b=4 = |2-4|=|2] 14| = |8|=2-4 = 8§=8.

2.Sia = —4&b =3 = |—4-3| = |—4|-]|3|

(—12)=4-3 = 12=12.
|la|" =|a" | paran € Z.

Ejemplos:

1.Sia=3&n=2= |3°=[3%| = 32=|9| = 9=09.

2.Sla=—6&n=2 = |—6|°=]|(-6)?| = [-(-6)]>=|36] = 6> =36 =

36 = 36.

3.S5a=4&n=-1 = |4|_1:}4—1} =

|4|:}

=

1

4

|—12] = —(—4)-3 =

-



1.6 Valor absoluto

. ﬁ‘ %conb;éO
Ejemplo
7| =7 70 |=7| 7
= T&b =2 = —l =2 — (==
Sia :>‘ 7] @‘ 2‘ 2] =4 7
(=7 7 7
2 2 2

e la+b|<|al+]bl.

Ejemplos:
1.Sia=6&b=-2= |64+ (-2)|<|6|+|-2| = |4]|<6+[-(-2)] = 4<
6+2 = 4=<8.

2.S5la=6&b=2 = |6+2|<|6|+]|2| = |8|<6+2 = 8<8.

o la=b|=lal-1]b].
Ejemplos:
1.Sia=6&b=-2[6-(-2)|2]6/-|-2 = [8]=6—[~(-2)] = 8=
6-2 = 8>4.

2.S5la=6&b=2 = [6-2|>|6|—|2| = [4]|>26-2 = 4>4.
e la|<c&|b|<d = |la+b|=<c+d.

Ejemplo:

Sia=3,c=5b=-1lyd=4= |3|<5&|-1|=1<4= |3+(-])]|<
544 =
= |2]<9 = 2<0.

Ejemplo 1.6.1 Por definicion de valor absoluto:
v

1|5 =5y|-5|=—(=5) =5.

3. | —459| = —(—459) = 459y | 459| = 459,

L |52 512\ 512 |512] 512
| T1s | T 125) " 125 Y|125| " 125°




4 Calculo Diferencial e Integral I

Q1

. |x*+ 1| =x*+1 yaquex?+1 > 0paracadax €R.

o)

| 1 x—1 six—1>0 x—1 six>1;
Lx=1]= =
—(x—1) six—1<0 l—x six<l.

ﬂ
—
I
=

I

2 _{1—x2 sil—x2>0 {1—x2 sixzsl_{l—x2 si x| <1

—(1=x?) sil—x2<0 |x®—1 six®>1 |x®2—1 si|x|> 1.

—4
1 . 3X+4 Si)CZ—:__;
8. |4+ 3x| = 4 + 3x Sl4+3x20_ 3x + 4 Sl3x2—4_ 3
—(443x) si4+3x<0 |-3x—4 sidx<-—4 R
—3x—4 six<—=—-.
3
2x 2x
2 si—X>0 [_2y six<o:
2x 8] 5 5 <
9. ‘__ _ _
5 2x . 2x<0 2 _ 0
-\ 7= S1 — — _ )
5 5 SX S1 X >

3 3

3 x3 six3>0 x3 six >0;
10. [x*] = L= .
—X six’ <0 —X six < 0.

Ejemplo 1.6.2 Por definicion de valor absoluto:

v
= 50Dbi
1.|x|:5©{x o bien
X = —5.
2 |x—2|=5 & x —2 = 5o0bien N x = 7 o bien
x—2=-5. x = —3.
9 — 4 o bi
2 1:9 b X = —= O pien
3|20 +1]=9 & {2x+1_ ; s I
x+I=-5 X = = —5.
2
) x? —1=3obien x? = 4 o bien x = +2 o bien
4 |x2-1|=3 & {7, & &
x?—1=-3. x2=-=2 nunca.
x = —2 o bien
=2,



1.6 Valor absoluto

) x%? —5=4o0bien x? = 9 0 bien x = 43 o bien
5. [x2-5] =4 & {7, & 9, &
X< —5=—4. x-=1. x = =x1.
x = —3 o bien
x = 3 obien
x = —1 o bien
x =1.

x = 0o bien
6. [xX*—x|=0&x—x=06x(x>-1) =04 x(x+1)(x—1) =04 ¢ x+1=00bien
x—1=0.
x = 0o bien
& ¢ x =—1obien

x =1
7. |x| = —2nunca, ya que | x | > 0y también —2 < 0.
8. |4x — 3| = —1 nunca, ya que |4x — 3| > 0 y también —1 < 0.

Distancia entre dos puntos

e Definimos la distancia entre dos puntos a, b como:

d(a,b) Ela—b|.

Propiedades de la distancia:
e da,0)=1]a—-0|=]al.
e d(a,a) =0.
e d(a,b) > 0.
e d(a,b) =d(b,a).
e d(a,c) <d(a,b)+d(b,c), desigualdad del tridngulo.

Consideramos un eje con los nimeros M > 0 & x.
e Siel nimero x esigual a M o bien a —M, entonces la distancia de x al origen es M.

Ix|=M & x=+M.




6 Célculo Diferencial e Integral I

e El conjunto de nameros cuya distancia al origen es menor que M consta de aquellos puntos x
que estdn a la derecha de —M y ala izquierda de M.

dx,00<M & |x|<M & -M <x<M & xe(—M,M).

e El conjunto de nameros x cuya distancia al origen es mayor que M consta de los que estdn a la
izquierda de —M o bien a la derecha de M.

dx,00)>M & |x|>M & x<—-Mobienx >M & x € (—oo,—M) U (M, +00).
En resumen:
1.dx,0)=|x|<M & —-M <x<M & xe[-M M].
2.d(x,0)=|x|>M & x<—-Mobienx >M & x € (—oo,—M] U [M, ).

e Los puntos cuya distancia a b es menor que M son aquellos que estdn a la derechade b — M y
alaizquierda de b + M

dx,b) <M & |x—b|<M & —-M<x—b<M&Sb-M<x<b+tMxecb-—Mb+M).

b—M b X b+M b—M X b b+ M
< <>
|x —b]| |x—b

e Los puntos cuya distancia a b es mayor que M son aquellos que estdn a la izquierda de b — M
o aladerechadeb + M.

dx,bp)>M & |x—b|>M & x—b<—-Mobienx—b>M &
& x<b—Mobienx>b+M &
& x€e(—o00,b—M)YU b+ M, +00).

<« o—> <« o—>
b—M b b+ M x X b—M b b+ M
—> -— >
|x—b]| [x—b]|

Ejemplo 1.6.3 Utilizando el concepto de distancia, obtener los niimeros x € R que satisfacen:



1.6 Valor absoluto 7

1. |x| <7 4. | x| >5. 7. lx4+1] <3.
2. |x|=3. 5. |x—6] <2.
3. x| =4 6. |x —4|>1. 8. |x+2|>4.

1. El conjunto de nimeros x cuya distancia al origen es menor que 7 unidades consta de aquellos
puntos x tales que estan a la derecha de —7 y a la izquierda de 7.

o o
—0 O—>
-7 0 7

Entonces:
x| <7 & xe(-7,7).

2. El conjunto de ntimeros x cuya distancia al origen es de al menos 3 unidades consta de aquellos
puntos x tales que estan a la izquierda de —3 o a la derecha de 3 ademads de 3 y de —3.

Entonces:
|x|>3 & x € (—00,-3]U|[3,4+00) = R —(-3,3).

3. El conjunto de nameros x cuya distancia al origen es de a lo mds 4 unidades consta de aquellos
puntos x tales que estan a la derecha de —4 y a la izquierda de 4, ademds de 4 y de —4.

Entonces:
x| <4 & x e[-4,4].

4. El conjunto de ntimeros x cuya distancia al origen es mayor que 5 unidades consta de aquellos
puntos x tales que estan a la izquierda de —5 o a la derecha de 5.

Entonces:
|x|>5 ¢ x € (—o00,—5 U(5 +00) =R —[-5,5].



8 Célculo Diferencial e Integral I

5. Yaque|x —6| =d(x,6),entonces | x —6| <2 & d(x—6) < 2. El conjunto de niimeros x cuya
distancia al nidmero 6 es menor que 2 consta de aquellos puntos x tales que estdn a la derecha
de 4 y a laizquierda de 8.

Entonces:
|x—6]<2 & 4<x <8 & xe(4,8).

6. |[x—4|=d(x,4) = |x—4|>1 & d(x,4) > 1. El conjunto de ntimeros x cuya distancia al
namero 4 es al menos de 1 unidad consta de aquellos puntos x tales que estdn a la izquierda
de 3 0 a la derecha de 5 ademds de 3 y de 5.

Entonces:
|x—4]>1 & x € (—0,3]U[5 +0) =R —(3,5).

7. Yaque|x+1|=|x—(-1)| =d(x,—1),entonces | x + 1| <3 & d(x,—1) < 3. El conjunto de
nameros x cuya distancia a —1 es a lo més de 3 unidades consta de aquellos puntos x tales que
estdn a la derecha de —4 y a la izquierda de 2, ademds de —4 y de 2.

Entonces:
dx,—1) <3 & |x+1|<3 & xe€[-4,2].

8. Yaque|x +2|=|x—(-2)| =d(x,—-2),entonces | x +2| >4 & d(x,—2) > 4. El conjunto de
nameros x cuya distancia al nimero —2 es mayor que 4 unidades consta de aquellos puntos x
tales que estdn a la izquierda de —6 o bien a la derecha de 2.

Entonces:

dx,-2)>4 & |x+2|>4 & x€(—00,—6)U(2,4+0) = R —[-6,2].

Ejercicios 1.6.1 Soluciones en la pdgina ??

Resolver las siguientes ecuaciones:



1.6 Valor absoluto

L |x|=v2 4.}_5_x =1. 7. |2x +3]|=5.
4
2. |2x| =6. 8. 12—3x|=8.
> x+2]=4 9. |x2—9| =0.
3x
3"7 - 6. [1-x[=1 10. [x2—x—4] =2

Utilizando el concepto de distancia, obtener los ntimeros x € R que satisfacen:

11. | x| < 5. 15. | x| < —1. 19. [x +1| > 4.
12. | x| > 3. 16. |x —=3| <2. 20. |x —4]| > 0.
13. |x| < 4. 17. |x—1| < 3.

14. |x|>2. 18. |x+2|>5.
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Ejercicios 1.6.1 Valor absoluto, pdgina ??

1. x=—v2 &x=42. 6. x=2&x=0.
2. x=-3 &x=3. 7. x=—4&x=1.
3. x=-2&x=2. 8 y= 0 e n
4 4 3
4x:§&x:_§ 9. x=-3 &x=3.
5, x=-6 &x =2. 10, x=—-1,x=2,x=-2 &x =3.
1. {xeR| -5<x<5}=(-5)5). 16. {xeR |l <x<5}=[L53]
o o L 4 .
_5 0 5 1 3 5
17. (=2, 4).
12. (=00, =3)U (3, +00) = R —[-3,3].
o, O
-0 Oo—> -2 1 4
-3 0 3
18. (=00, =7]U[3,4+00) = R — (=7, 3).
13. {xeR| —4=<x=<4}=[-44] - . -— >
-7 —2 3
—4 0 4 19. (=00, —=5)U (3, +00) = R —[-5,3]
~-«————O o—>
14. (=00, —2] U2, +00) = R — (=2,2). 5 - 3
~—* : — > 20. (—00,4)U (4, +00) = R — {4}
—2 0 2
4

15. @.
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