CAPITULO

1

Los numeros reales

1.3 Propiedades algebraicas de los naumeros reales

1.3.1 Propiedades basicas

En los ntimeros reales se definen dos operaciones, adicién y multiplicacién, las cuales tienen ciertas
propiedades:

Propiedades Adicién Multiplicacion
Conmutatividad a+b=b+a a-b=>b-a
Asociatividad (a+b)+c=a+b+ |(a-b)y-c=a-(b-c)

¢)
Existencia del elemento |a+0=a a-1=a
neutro
Existencia del elemento in- | a + (—a) = 0 a-al=1sia#0
verso
Propiedad distributiva de la multiplicaciéon con respecto a la adicién
ax(b+c)=(@xb)+ (axc)
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2 Calculo Diferencial e Integral I

Al producto de dos nameros reales a, b 1o denotaremos indistintamente poniendo punto entre ellos:
a-b,o x: a x b osimplemente yuxtaponiéndolos: a b.

e Conmutativa.

Ejemplos:
1. 8+2=2+28. 4. 3x6=6x3.
2.a+3=3+a. 5, ax5=5x%a.

3. x2—1=—1+ x2.

e Asociativa.
Ejemplos:
1. 54+2)+6=5+(12+6). 4. B3x6)xz=3x(6x2z).
2. (a+7N+g=a+T+9). 5. 5xx?) x9=5x(x*>x9).
3. 02 +c)+2=yr+(c +2). 6. yx f)xh®>=yx(f xh?).

Existencia del elemento neutro.

Ejemplos:
1. 540=5. 4. 8x1=8.
2. (a+c)+0=a+c. 5.(g+h)x1=g+h.
3. (ya)+0 = ya. 6. (gxh)x1=gxh.

Existencia del elemento inverso.

Ejemplos:
1. 74+ (=7) =0. 4. 4x 471 =1.
2.c+(—c)=0. 5. 15x 1571 =1.
3. 3b+ (=3b) =0. 6. hxh™t =1sih#0.

Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién.
Ejemplos:
1. 7x(a+h)=(7xa)+ (7xh) obien7(a + h) = 7a + 7h.
2.bx(54+c¢)=(bx5)+(bxc) obienb(5+ ¢) =5b + bc.

3. fxhx(g+b)=[(f xh)yxg|+[(f xh)xb] obien(fh)(g+b) =
(fh)g + (fh)D.
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e Expresiones tales como:
{la+b)+c]+d}+e+ --- obien {[(a-b)-c]-d}-e -

se escriben simplemente asi:
a+b+c+d+e+ --- obien a-b-c-d-e -

pues son equivalentes y no se prestan a confusion.
Ejemplos:
1. {[B+a)+gl+7h}+5—-d=34+a+g+7b+5—d.
2. {[(7-a)-c]-d}-2-a-c=T-a-c-d-2-a-c.

1.3.2 Consecuencias

Seana,b,c,d, --- nimeros reales:

ea+b=a+c = b=c.

Esta expresion se lee: sia + b = a + ¢, entonces b = c. Es decir, se puede cancelar un mismo
término de los dos miembros de una igualdad.

e a-0=0.

ea-b=a-c&a#0 = b=c.
Notese que no podemos cancelar el 0 como factor, pues entonces tendriamos aberraciones del
tipo siguiente:
0:1=0&0:2=0=0-1=0-2 = 1=2.
ea-b=0 = a=0obienb =0.

Esta propiedad se usa para resolver ecuaciones: si logramos factorizar un polinomio de grado
n,

P(x) = Q(x)R(x)

entonces, resolver la ecuacién P(x) = 0 es lo mismo que resolver las dos ecuaciones Q(x) = 0
y R(x) = 0 que no son de grado mayor que n.

Ejemplo:
Se tiene que x? —3x — 10 = (x — 5)(x + 2);
(x—5x+2)=0 = x—5=00bienx +2=0 = x =50bienx = -2.

Se definen la sustraccién y la divisién como:

o a—b%ay(—b).
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L a.b'conb #0.

S Q

Algunas igualdades importantes son:

1
o —=alsia#0.
a

Ejemplos:

1. - =371
3

2. % = (ab)"lsiab # 0.
e a—b=0 & a=b(estaexpresionse lee: a —b = 0 si y solamente sia = b).
Ejemplos:
l.a-5=0 ¢ a=5.

2.a+b—z=0 a+b==z.

) %:1 & a=bconb #0.
Ejemplos:
2
1. - =1 <& ¢c=2
c
2. %:1 e z=6
3. ah—czl & ac=hconh #0.
e —0=0
e 171 =1
® —(—a):a.
Ejemplos:
1. —(—10) = 10. 3. —[-(@a+b)] =a+0b.

2. —[-(hxg)]=hxg.

(@' =acona #0.

Ejemplos:

1. 3 H =3 3. [8+a) 't =8+a.
2. [(@axb) ™t =axb.
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e —(a+b)=—a-—>b.
Ejemplos:
1. —2+4)=-2—4.
2. —(54¢)=—-5—c.
e (axb)y '=atxpl
Ejemplos:
1. Bxg) t=31xgL
2.[(b+o)x fTl=0b+c) P x fL
e a(—b) = (—a)b = —(ab) “mas por menos es menos", “menos por mds es menos".
Ejemplos:
1. (—¢) xh = —(c xh) =c x(=h).
2. (-3)xg=—-0Bxg)=3x(-g).
3. () xG+e)=—[1xGB+0)]=1x[-54+¢c)]=-(54+c¢).

e (a—b)xc = (axc)—(bxc)propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la
sustraccion.

Ejemplos:
L. B-2)xg=0Bxg) —(zxg).
2. [(f xh) =yl x 2= [(f x h) x 2] — (v x 2).
o (—a)(—b) = a - b “menos por menos es m4s".
Ejemplos:
1. (=5)(=3) = (5)(3) = 15.
2. (=2)(=6) = (2)(6).

° %:5 & axd=bxcdondeb xd #0.

d
Ejemplos:
a b
1. >=3 & S5a = 2b.
7 h
2. E:7 < 7f =chdonde cf # 0.
a ¢ (axd)x(bxc)
'5ij_ b d donde b x d # 0.
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Ejemplos:
L1 2_(0®-we _21-8 _13
4 03 (4)(3) 1212
2 2 1
2. _+£: (2x5) + (ax¢) = 0+@xc) donde a # 0.
a 5 ax>5 5xa
a ¢ axc
° ng_bxddondebxd;éO.
Ejemplos:
3 4 3x4 12
1. ;X7_zxf = fXZdondezxf;éO.
8xa h 8xaxh
. xg_ﬁdondeb;éO.
a
p axd
° E: e donde b x d x ¢ # 0.
d
Ejemplos:
3a
5 (Ba)7T  2la
1. == = — .
c = = donde ¢ # 0
7
2
f  2xh
2. %: x donde f x g x h # 0.
& fxg
h
a a —a
C =Ty = donde b # 0 “mds entre menos es menos", “menos entre més es menos".
Ejemplos:
e e_—¢
-9 9 9
2. f:;z - —f;Z - _(fdx %) donde d # 0.
. _—Z = % donde b # 0 “menos entre menos es més".
Ejemplos:
-2 2 —(ac) ac
1. — =2 . = — .
— =7 3 ~bd) bddondebd;zéO
2. :_Z: %dondeb;éO
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axb
[ ]

b
= —donde a x ¢ # 0, de numerador y denominador se puede cancelar el mismo factor
axc ¢

siempre que éste sea diferente de cero.

Ejemplos:
128 _ 8 Jondeh %0
. = = don .
axh R OONe
axgxf axg
= dond 0.
5% f 5 don e f #
) , . a sin =1;
e Sin es un nimero natural, se definen: a” = . ]
a'.a sin>1;

n es el exponente, a es la base y a” es la enésima potencia de a.

Ejemplos:
1. al = a. 4. 6> =6'x6=6x6=36.
2.2t =2. 5. a°=a*xa.
3.a’=a''xa=axa. 6. 9 =92 x9="729.
e a’=1 (cona #0).
Ejemplos:
1.9=1. 4. 3+a)°=1.
2.30 = 1. 5. (cxd) = 1.
3. (@a+b)° =1. 6. (8x2)°=1.
o a" ¥ (@ = (@)= ai” (con a # 0).
Ejemplos:
L b=2 = (b 1)2 = (b2 = %.

2.73 =Y =7)1= %
e Ya=b = b" =a(sin esparentonces a > 0).
Ejemplos:
1. da=b = b*>=a.
2. En la raiz cuadrada poner el indice ? es opcional:

Je=4 = 42 =16 =c.
3. Ya+c=d = d>=a+ec.
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e Sinesimpard” =a = Ya=0>b

Ejemplo:
l.d*>*=a+c¢ = Ja+c=d.
° a%d:ef vamsiZe Q.
Ejemplos:
5
1. 325 =23,
YrE =t =
° na — z/— f
., a _ Ila
b

Propiedades de los exponentes. Si r & s son nimeros racionales:
e (axb)" =a" xb". Una potencia de un producto es el producto de las potencias de los factores:
Ejemplos:

2
5.

1. Bxa)?=3%2xa?=9xa’ 3 (3X2)5_35><2
2. [(a+ b) xc]* = (a + b)? x 2.

e a” -a* = a"**. Para multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes.
Ejemplos:
1. a* xa* =a*" =a°.
2. bxb=>b' xb' =p't =p%
3. B3xa)’xBxa)=0Bxa)’xBxa)l =Bxa)* =B xa)
ar
e — =a""¥sia # 0. Para dividir potencias de la misma base se restan los exponentes.
aS

e (a")’ = a"”’. Para elevar una potencia a otra potencia se multiplican los exponentes.
Ejemplos:
1. (@*)? =a*?* =a". 3. (TH? =72 =77 = 49.

4. [(a+b)P=(@+b)*°>=(a+
2. (b3)4 b3><4 b12' b)6

Estas propiedades también son ciertas en el caso de exponentes irracionales pero eso lo veremos
posteriormente.

Ejercicios 1.3.1 Soluciones en la pdgina 12

Simplificar las expresiones numéricas siguientes
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4 2
5 ( ) 3
()
B 2 4
_i E B 4 2
5)\15) 6. (16)5(8) 5.

1.3.3 Factorizacion

I\JIUJ
UJIU‘l

Otras igualdades importantes se denominan productos notables que también se pueden ver como
una factorizacién. Por factorizar una expresion algebraica se entiende escribirla como un producto.
Algunos ejemplos de factorizaciéon son:

® ax +bx = (a & b)x. Sacar factor comiin, observen que en realidad es la propiedad distributiva
de la multiplicacién con respecto a la adicién o a la sustraccion.

Ejemplos:
l.ax+x=ax+1-x=(a+ Dx. 3. 5ac +2acx = (5+ 2x)ac.
2. xb? + 6b* = (x + 6)b>. 4. 6x2y + 3y = (2x2 + 1)3y.

e a?> —b? = (a + b)(a — b). Diferencia de cuadrados.

Ejemplos:
1 x2—22 = (x + 2)(x — 2).
2. 4a* — 9b% = (2a)* — (3b)* = (2a + 3b)(2a — 3b).
3. 2—=1=(c+(c—1).
4, x2 =3 =x2—(V3)2 = (x + V/3)(x — V3).

e x>+ (a + b)x + (ab) = (x + a)(x + b). Factorizar un trinomio.

Ejemplos:
1. X249 +14=x>4+Q2+7Dx+2)(7) =(x+2)(x+ 7).
2. x2—=5x—6=x2+(1-6)x + (1)(=6) = (x + 1)(x — 6).
3. x2 —1lx + 24 = x2 + (=3 = 8)x + (=3)(=8) = (x — 3)(x — 8).

e a? +2ab + b* = (a £+ b)?. Trinomio cuadrado perfecto.

Ejemplos:
1. a® + 2az + z? = (a + 2)°. 3. ¢%2d? + 2cdz + z? = (cd + 2)2.
2. x*—6x +9=(x—3)~ 4. c* 4+ 8c2+16 = (c2 + 4)2
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e a® £ 3a*b + 3ab* £+ b* = (a £ b)>. Cubo perfecto.

Ejemplos:
1. x3 4+ 3x%2z +3xz2 + 23 = (x + 2)>.
2. a®—6a>+12a — 8 = (a —2)>.
e a"—b"=(a—b)a" ' +a" b+ a" 3>+ -+ a?h" 3 4 ab 2 + b7,
Ejemplo:
(a —b)? = (a —b)(a®*+ ab + b?).

e a"+b"=(a+b)a" ' —a"?b+a"3b*—--- 4+ a?*h" 3 —ab"* + b" ) sin es impar.

Ejemplo:
(a + b)® = (a + b)(a® — ab + b?).

Teorema del residuo. Si P(x) es un polinomio de grado n & r es una raiz (es decir, P(r) = 0)
entonces P(x) = (x —r)Q(x) donde Q(x) es el cociente de dividir P(x) entre (x —r), y es un

polinomio de grado n — 1.
Ejemplo 1.3.1 P(x) = x>*—6x>+11x—6;six =1: P(1) = 1>—(6-1*)+(11-1)-6 =1-6+11-6 = 0,
luego P(x) es divisible entre x — 1.

¥ En efecto
x> —5x+6
x—1| x3—-6x24+11x—6
—x> 4+ x?
0 —5x>+ 1lx
5x% —5x
0 +6x—-6
—6x +6

0

Por lo que x® — 6x% 4+ 11x — 6 = (x — 1)(x* — 5x + 6).

Y el grado de x? — 5x + 6 (que es 2) es una unidad menor que el de x* — 6x? + 11x — 6 (que es 3).
([

Ejercicios 1.3.2 Soluciones en la pdagina 12

1. ¢Cuéles son las soluciones de x? = a??

2. Calcule (x + 1)(x +2)(x + 3).

10
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11

¢Cuales son las soluciones de x> + 6x* + 11x + 6 = 0?
¢Puede dar una solucion o raiz de x> — 8 = 0?

(Puede dar una solucién o raiz de x> —a® = 0?
(Puede dar una raiz de x* + 8 = 0?

(Puede dar una raiz de x°> — 32 = 0?

8. ;Puede dar una raiz de x°> + 32 = 0?

(Puede dar una raiz de x* — 81 = 0?

11
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Ejercicios 1.3.1 Propiedades algebraicas de los niimeros reales, pdgina 8

73
1. —.
30

Ejercicios 1.3.2 pdgina 10

x=—aobienx =a.

x34+6x2+11x +6.

.S, x=2.

S

.S, x=a.

12

x=—-1,x=-2,x=-3.

19

9
10

T
. 4.

. x = —2 esraiz.



