CAPITULO
3

Limite de una funcion

3.6 Apéndice

3.6.1 Criterio ¢ para limite de una funcién
e La definicién rigurosa de lim f(x) = « con el criterio “e—$" es la siguiente:
X—>X0

lim f(x) = a si dado un € > 0 arbitrario existe un § > 0 tal que:

X—>X0

| f(x)—a| <esi0<|x—x0|<§.
Esto es, la distancia de f(x) a « es menor que cualquier ntiimero positivo € si x # xo dista de
Xo menos que un cierto ntiimero positivo 4.

Recordemos que:

| f(x)—a|<e & —e< f(x)—a<e &
& —ecta< f(x)<a+e &
& f(x)e(@—€,a+¢).

Y que de la misma manera

O0<|x—x0| <8 & —d<x—x0<968, XxXF#x9 &
& Xo—0<Xx<Xx9+68, XFx9&
& X €(xo—68,x0+08) —{xo}.

Entonces lim f(x) = « significa que, dado cualquier intervalo abierto con centro en «, existe

X—>X0

un intervalo abierto con centro en x, tal que a todos sus puntos x (con excepcién posiblemente
de x¢) f les hace corresponder puntos f(x) del intervalo con centro en «.
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3x2—Tx +2

Ejemplo 3.6.1 Dada la funcién f(x) = o

5.

, usar el criterio e~§ para demostrar que lz’n12 f(x) =
X—>

¥ Debemos demostrar que dado un ntmero € > 0, existe un ntiimero 6 > 0 tal que | f(x) —5| < €
siempre que 0 < |x — 2| < 4.

Supongamos entonces que se da un € > 0.

Puesto que 3x% — 7x + 2 = (x —2)(3x — 1) y que para x # 2:

| f(x)=5]|= 32 -Tx+2 (x—2)(3x — 1)
x—2 .

=[3x—-6[=[3(x=-2)|=[3][x-2[=3[x-2],

—5‘: —5|=|@x—1)=5|=

entonces €
| f(x)—5|<e & 3|x—-2|<e & |x—2|<§.

; . P . € , . .
Notemos aqui que, considerando al nimero conocido 3 como el nimero § cuya existencia hemos

demostratrado (es decir g = §), podemos afirmar que | f(x) —5| < e siempreque 0 < |[x —2| <§ =
€

g.

Esto nos indica que, dado un niimero € > 0, no importando cuan pequefio sea, podemos encontrar
un ntimero 6 > 0 que permite afirmar que | f(x) — 5| < e siempreque 0 < |x —2| < 4.

[lustramos un poco mas:

0.03
1. Dado € = 0.03, se tiene 6§ = g = = 0.01 y se puede afirmar que

| f(x)—5]<0.03 siempreque 0 <|x—2]<0.01, osea,

—0.03 < f(x) —5<0.03 siempre que —0.01 < x—2 < 0.01,x # 2, esto es,
5-0.03 < f(x) <540.03 siempreque 2—0.01 <x <24 0.01, x # 2, es decir,
4.97 < f(x) <5.03 siempre que 1.99 < x < 2.01.

Efectivamente si, por ejemplo, x = 2.001, f(x) = 5.003 con 4.97 < 5.003 < 5.03.

2. Dado € = 0.0003, se tiene que § = g = 0.0001 y se puede afirmar que

| f(x)—5] <0.0003 siempre que 0 < | x —2] < 0.0001, o sea,

—0.0003 < f(x) —5 < 0.0003 siempre que —0.0001 < x —2 < 0.0001, esto es,
5—0.0003 < f(x) <54 0.0003 siempre que 2 —0.0001 < x < 2 4 0.0001, es decir,
4.9997 < f(x) < 5.0003 siempre que 1.9999 < x < 2.0001, x # 2.
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Six =2.00001 = f(x)=5.00003 que cumple con 4.9997 < 5.00003 < 5.0003.
U

e Y ahora, graficamente, lim f(x) = « significa que dada cualquier faja horizontal determinada
X—>X0

porlasrectas y = @ — € & y = « + ¢, existe un intervalo con centro en xo : (xo — 8, xo + J) tal
que la grafica de f(x) entre las rectas x = xo —§ & x = x¢ + § con excepcidén, posiblemente, de
[X0, f(x0)] estd en esa misma franja horizontal.

3x2 -7 2
Ejemplo 3.6.2 Dada la funcién f(x) = %, ilustrar grdficamente la afirmacion lz’n12 f(x) =5
X = x—>

¥ Como vimos en el ejemplo 3.6.1 anterior, dado un ntiimero € > 0 podemos encontrar un ntimero

5 > 0 (asaber§ = g) tal que

| f(x)—5| <€ siempreque 0 < |x—2]|<§,0sea,
—€< f(x)—5<¢e siempreque —6 <x—2<§, x #2,esdecir,
5—e< f(x)<5+¢€ siempreque 2—-35<x<2+6, x#2estoes,

€ €
5—€< f(x) <54 € siempreque 2—§<x<2+§.

Lo que graficamente vemos asi

5+4+¢€

- T
5 { ﬂ y=f(x)
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3.6.2 Algo mas sobre limites infinitos
Las definiciones rigurosas de limites infinitos en un punto son las siguientes:

e lim f(x) = 4o0 sidado un niimero M > 0 existe § > 0 tal que f(x) > M si|x —xo| < 4, con
X—>X0

X # Xo.

e lim f(x) = —oo si dado un niimero N < 0 existe § > 0 tal que f(x) < N si |x — x| < J, con
X—>X0
X # Xo.
1
Ejemplo 3.6.3 Dada la funcién f(x) = W, demostrar que lz’m3 f(x) = +o0.

¥ Aqui debemos demostrar que, si damos un niimero M > 0 arbitrario (no importando su valor),
podemos encontrar un niimero § > 0 tal que las imagenes f(x) cumplan que f(x) > M cuando x se
encuentre en el intervalo (3 —§,3 + §) — {3}.
Es decir, debemos demostrar que dado un M > 0 existe un § > 0 tal que
1
(x —3)?

En efecto suponiendo que x # 3:

> M siempre que x € (3 —46,3 +§) — {3}.

1
2 2
(x_3)2>M©1>M(x—3) & (x—3) <M¢>

& \/(x—3)2<\/% & |x—3|<\/% &

1 1 1 1
E —— <X —-3<— & 3 —-—<x <34+ ——.

VM VM VM VM

1
Si decidimos tomar § = T podemos afirmar que f(x) > M siempre que 3 —6 < x < 3 4 §, con

x # 3.
Hemos demostrado pues la existencia de un nimero 6 > 0 para cada nimero dado M > 0. Gréfica-
mente se ve asi:

fx)>M &

y

fx)y>M —>
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[
1
Comentario adicional. Ilustremos la relacién entre el M > 0 dado y el § > 0 encontrado (§ = «/—M):
1. M =10 = VM =10> = 5=L:L210_2:O.01.
M 102

Luego, f(x) > 10* siempre que x € (3 —0.01,3 + 0.01) — {3}. Esto es, f(x) > 10* siempre que
2.99 < x < 3.01, con x # 3.

1 1
2. M =10° VM =10° = § = — = — = 1073 = 0.001.
- VM 103
Luego, f(x) > 10° siempre que x € (3 —0.001,3 + 0.001) — {3}. Esto es, f(x) > 10° siempre
que 2.999 < x < 3.001, con x # 3.
3. M =102 = VM =10° = § = L = L = 107% = 0.000001.
VM 10°

Luego, f(x) > 10'? siempre que x € (3 —0.000001, 3 + 0.000001) — {3}. Esto es, f(x) > 10'?
siempre que 2.999999 < x < 3.000001, con x # 3.

Claramente a medida que M es mayor hay que tomar un § menor.

Ejemplo 3.6.4 Dada f(x) = demostrar que lz’n12 f(x) = —o0.

~1
(x —2)%

¥ Aqui debemos demostrar que, si damos un niimero M > 0 arbitrario (no importando su valor),
podemos encontrar un nimero § > 0 tal que f(x) < —M cuando x € (24,2 4+ §) — {2}.
Es decir, debemos demostrar que dado un M > 0 existe un § > 0 tal que

~1
(x —2)*

< —M siempre que x € (2— 68,2 + §) — {2}.

En efecto suponiendo que x # 2:

fx)<-M & <-M & >M & 1>Mx-2)" &

(x —2)* (x —2)*
& (x—2)4<% & V(x=2)4 < i‘/% & |x=2|< (‘/lﬁ &

1 1
E ——<x—-2< S 2——<x <2+

1 1

1
Si aqui decidimos tomar § = 7t podemos afirmar que f(x) < —M siempreque2—§ <x <2+,

con x # 2.
Hemos demostrado pues la existencia de un namero § > 0 para cada niimero M > 0 dado.
Gréaficamente se ve asi:
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fx)<—-M —>

1
Comentario adicional. Ilustremos la relacion entre el M > 0 dado y el § > 0 encontrado (8 = W)
L M=10° = YM=10° = §= —— = — =102 = 0.01.
M 102 '

Luego, f(x) < —10® siempre que x € (2 —0.01,2 4+ 0.01) — {2}.
Es decir, f(x) < —108 siempre que 1.99 < x < 2.01, con x # 2.

1 1
2. M =102 = M =10 = § = W:W: 1073 = 0.001.

Luego, f(x) < —10'* siempre que x € (2 —0.001,2 4 0.001) — {2}.
Es decir, f(x) < —10'2 siempre que 1.999 < x < 2.001, con x # 2.

1 1
3. M =10*° IM=10° = § = = — =105 = 0.00001.
- - SM 105
Luego, f(x) < —10*° siempre que x € (2 —0.00001,2 + 0.00001) — {2}.

Esto es, f(x) < —102° siempre que 1.99999 < x < 2.00001, con x # 2.

Observamos que a medida que —M decrece también lo hace 6 (y M crece).



