CAPITULO

9

Grafica de una funcion

9.2 Interpretacion de grificas y simbolos

Con la finalidad de reafirmar la relacién existente entre el contenido de un concepto, la notacién sim-
bolica utilizada para representarlo y la interpretacién gréfica de dicho concepto, mediante ejemplos,
trataremos de inducir al lector para que lleve a cabo actividades importantes como son las siguientes:

e A partir de la gréfica de una funcién f desconocida, obtener informacion sobre caracteristicas

relevantes de dicha funciéon f.

e A partir de condiciones impuestas mediante notacién simbdlica a una funcién, bosquejar una
posible grafica de dicha funcién.

e A partir de la gréfica de /' o bien de f”, obtener informacién sobre algunas caracteristicas de

la funcién f.

Para el éxito de estas actividades se debe tener claridad en los conceptos, en las notaciones simbdlicas
utilizadas para representarlos y en las interpretaciones graficas asociadas a dichos conceptos.

Ejemplo 9.2.1 Bosquejar la grdfica de una funcién continua f que satisfaga las condiciones siguientes:

1. lim f(x)=—o0;

X—>—00

2. lim f(x)=0;

xX—>+00

3. £(0) =0;

4. f(1) = -2
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- fB)=-1

. f7(0) no existe;
S ) =0;

L fB3)=0;

. f(x) > 0six € (—00,0) (1, +00);
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10. f'(x) <0six € (0,1);
11. f"(x) > 0si x € (—o0,0) |J(0, 3);

Y Una gréfica posible de la funcién f(x) es

12. £"(x) < 0six € (3, +00).

y=rf(x)

Ejemplo 9.2.2 Bosquejar la grifica de una funcion continua f(x) que satisfaga todas las condiciones siguien-

tes:

~

. lz’rl1 f(x) = 4+o0;

2. lim f(x)=3;

x40
3. f(=3)=0;
4. f(=2) =2
5 (1) =0;
6. £(3) = —2;
7. f(5)=0;

Y Una posible gréfica de la funcién f(x):

10.
11.
12.
13.
14.

f'(—=3) no existe;

=D =0;

1'3) =0

f'(x) <0six e (—o0,-3)J(—1,3);

f/(x) >0six e (=3,-1) @3, +00);

J"(x) < 0six € (=00, =3) U(=3. D) U(5. +00);
f"(x)>0six e (1,5).
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O

Ejemplo 9.2.3 En la figura siguiente se muestra la grdfica de la temperatura T como funcion del tiempo t, en
un periodo de dos dias de primavera en la ciudad de Monterrey, empezando desde las 0 horas del primer dia.

Conteste lo siguiente:
1. ;En qué intervalos de tiempo la razén de cambio T con respecto a t es positiva?
¢ En qué intervalos de tiempo la temperatura estd bajando?

¢En qué intervalos la grdfica es concava hacia arriba y en cudles hacia abajo?

N

¢En qué valores de t se localizan los puntos de inflexion y cdmo los interpreta en términos de la temper-
atura?

5. Finalmente, explique con palabras el comportamiento de la temperatura durante los dos dias.

T
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dT
1. v > 0 en los intervalos de tiempo (6, 18) y (30, 42).

2. T decrece en los intervalos (0, 6), (18, 30) y (42, 48).
3. La grafica de T es concava hacia arriba en los intervalos (0, 12) y (24, 36).
La grafica de T es concava hacia abajo en los intervalos (12,24) y (36, 48).

4. Los puntos de inflexién estdinent = 12, = 24 y ent = 36. En estos puntos la razén de cambio

T
i’z’—t pasa de crecer (12 'y 36) a decrecer (24).

5. Durante el segundo dia, la temperatura tiene el mismo comportamiento (iguales caracteristi-
cas) que durante el primer dia. La temperatura minima a las seis de la mafiana y la méxima a
las seis de la tarde.

O

Ejemplo 9.2.4 Considere la grdfica de la funcién f:

Determinar el conjunto de x € D y tales que:

1. f'(x)>0, f'(x)=0, f'(x) <O.
2. f"(x)>0, f"(x)=0, f"(x) <O.
\

1. f'(x) >0sixe(—4,-3)J(-3,00U (%,g),
f'(x) =0six € {—4,0,%,%};

f'(x) <0six e (—oo0,—4)J (0, %) U (% +oo).

2. f"(x)>0six e (—5,-3)J1,2)J (3, +00);
f"(x)=0sixe{-51,2,3};
f"(x) <0six e (—o0,—5)J(-3,1)J(2,3).



9.2 Interpretacién de gréficas y simbolos 5

Ejemplo 9.2.5 Suponga que las siquientes son las grdficas de 'y f" para una funcion f: R — R.

y y
6071
20
401
10 t = f"(x
3 y=f"(x) 5
201 y=/'(x) ) 2
+ x
—1 \/
~— x
—2 2 3

A partir de las grdficas de f'y f”, determine para f: donde es creciente y donde es decreciente; sus intervalos
de concavidad; mdximos y minimos relativos y puntos de inflexion.

v

1. Intervalos de monotonia:
La funcién f es creciente en (—oo, —2), (0,2) y (3, +00). Es decir, f'(x) > 0 en ellos.
La funcién f es decreciente (—2,0) y (2, 3). Es decir, f'(x) < 0 ahi.

2. Intervalos de concavidad:

3 5
La funcién f es concava hacia arriba en (—5, 1) y en (5, —l—oo). Es decir, f”(x) > 0 en ellos.

3 5
La funcién f es concava hacia abajo en (—oo, —5) y en (1, 5) Es decir, f”(x) < 0 ahi.

3. Méaximos y minimos:
La funcién f tiene extremosenx = -2, x =0,x =2yenx = 3.
En x = —2 y en x = 2 hay maximos relativos [ f(x) pasa de creciente a decreciente].

En x = 0y en x = 3 hay minimos relativos [ f(x) pasa de decreciente a creciente].
4. Puntos de inflexién:

3 5
Hay puntos de inflexién en x = —5 X = lyenx = 5 pues ahi f” cambia de signo (f” =0

en ellos).

U
Ejercicios 9.2.1 Soluciones en la pdgina ??

Graéfica de una funcién sujeta a ciertas condiciones.

1. Bosquejar la gréfica de una funcién continua f que satisfaga todas las condiciones siguientes:
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a. f(—4)=0;

b. f'(—4) = —1;
c. f(=1)=-=3;
d.
e
f
g

J(=1)=0;

- fQ)=5;
Q=1
. f(0)=0;

h. f/(0) no existe;
i. )lciir})f’(x) = +o0;
j- f(x) <0six € (—o0,—1);

k. f/(x) >0six €[-1,400) —{0};
L. f”(x)>0six e (—00,0);

m. f”(x) <0six e (0,400).

2. Dar un bosquejo de la gréfica de una funcién f que cumple los requisitos siguientes:

a.

b.

lm _/(x) = —3;

lim f(x) = 0;

. lir_%_ f(x) = 4+o0;

f'(x) > 0parax < —2;
f"(x) > 0parax < —2;
Iim f(x)=0;

x—>—2+
f(0)=-3;
Jim f(x) = —oo;

. f(x) <Opara—2<x <1;

f"(x) <Opara—2<x < 1;

~—e

k. xlin11+ f(x)=2;

L f3)=-1;
m. f'(3) =0;

n f'(x) <Oparal <x <3;
o. f'(x) >0parax > 3;

p- f"(x) >0paral <x <5;
q- f(5) =0

r. f"(x) <0parax >5;

S. xgrfoo f(x) =2

3. Dibuje una grafica de una funcién f que satisfaga las condiciones siguientes:

a.

Iim f(x) =-2;

x—>0+

. 11%1_ f(x)=1;

f(0)=-1;

. linzn_ f(x) = 4o0;

Iim f(x)=3;

-

f(—=1) no existe;

. lim f(x) = —o0; i £ =0;
k. f"(x) <Opara0 < x <
. xl_i)ryoo f(x)=4; 1;
. —1) =-2;
e () e

4. Trace una posible grafica para una funcién f continua en su dominio: (—oo, 5] — {—2,3} que

satisfaga,
e f(5) =3
1
e f(1)= 5}

o lim f(x)=+oo

o limf(x)=4
o lim f(x)=2;
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e f'(1)=0; o f'(x)>0sixe(1,4)—{3};
:;:Eézgzg' e f/(x) <0six e (=2,1);
e f'(x) >0six € (—o0,—2); e f'(x) <0six e (4,5).

Especifique los intervalos de concavidad de su gréfica, los maximos y minimos locales, y abso-
lutos.

5. Trace una posible grafica para una funcién f continua en su dominio: [—4,4o00) — {—=3,2}y
que satisfaga:

o f(-4)=2; o lim f(x) = +o0;

e f(1)=-1

o lim f(x)=3; o lim f(x)=1;

o f'(=2)=0; e f'(x) <0six e (-2,1)—{-1};
e /(=D =0; . . .

.« £1(1) = 0; f'(x) >0six e (1,2);

e f/(x) >0six € (—4,-2)—{-3}; e f'(x) <0six € (2,00).

Especifique los intervalos de concavidad de su grafica y los méximos y minimos locales y ab-
solutos.

6. Dar un bosquejo de la grafica de una funcién f que cumpla las siguientes condiciones:

e f/(x) > 0parax € (—oo0,—2)J(-2,4);
o f'(x) <Oparax € (4,400);
e tiene asintota vertical en x = —2;

e y =1 es asintota horizontal de f.

Ejercicios 9.2.2 Soluciones en la pdgina ??

Interpretar la grafica de una funcién.

1. Considere la siguiente grafica de la funcién f
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-—-5 y=f)

y determine:

Los puntos donde la derivada no existe.

ST

Los puntos donde f'(x) = 0.

Los intervalos donde f/(x) > 0.

/oo

Los intervalos donde f/(x) < 0.

Los intervalos donde f”(x) > 0.

= ®

Los intervalos donde f”(x) < 0.

2. Sila graficade f es

y = f(x)

N
—————— v~
wn

halle:

a. Dominio, raices, paridad y rango.

b. Monotonia, mdximos y minimos locales y absolutos.

c. Concavidad y puntos de inflexion.

d. Intervalos donde f'(x) > 0, donde f'(x) <0, donde f"(x) > 0y donde f"(x) <O0.
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e. Puntos donde f'(x) = 0 e intervalos donde f(x) > 0 y donde f(x) < 0.

3. A partir de la gréfica dada de f, cuyo dominio es [—0.5, 00)

determine:

a. Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento.
b. Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo.

c. Los maximos y minimos relativos, los maximos y minimos absolutos, y los puntos de
inflexion.

4. A partir de la grafica de f

y=f(x)

&

-5 —4 -3 —2 —1

determine el conjunto de puntos del dominio de f que satisfacen:

a. f'(x)>0, f'(x) <0, f'(x)=0.
b. f7>0, f"(x) <0, f"(x) =0.

c. f'(x) no existe.
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5. La figura siguiente muestra la grafica de la derivada de una funcién f la cual es continua en
todos los reales.

y=r"(x)

- (3’5)

10

-—¥(3,-5

A partir de ella, determine:

. Intervalos donde f es creciente o decreciente.

a
b. Puntos criticos de f.

0o

Extremos relativos de f.
d. Concavidad de f.

e. Abscisas de los puntos de inflexién de f.

6. Sea f la funcién que tiene la siguiente grafica

determine:

10
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a. Los intervalos de continuidad y los siguientes valores
lim f(x), im_f(x), lim f(x) & f(a)

paraa = —2,a =2,a = 5.

b. La clasificaciéon de discontinuidades. ;En cudles puntos y con qué valores se puede re-
definir f(x) para convertirla en una funcién continua en esos puntos?

c. Los intervalos donde f’ > 0, f'(x) < 0y los puntos donde f' = 0, o donde no existe la
derivada.

7. Sea f: R — R una funcién continua en R cuya primera derivada f ' tiene la siguiente grafica:

y=rf'(x)

1

—2—1\_/5 3 *

Determinar dénde la funcién f es creciente y dénde es decreciente. Explicar ademads, cémo es
la tangente a la gréficade fenx = -2, x =—-1,x =2 &x =3.

11
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Ejercicios 9.2.1 Grdfica de una funcion sujeta a ciertas condiciones, pdgina ??

3
Coéncava hacia arriba en (—oo, =2) | (—2, 5) U@,3);

3
céncava hacia abajo en (E 2> U@B3,5);
enx = | hay un minimo local. Es minimo abso-
luto;
en x = 4 hay un méximo local;

no tiene maximos absolutos.

5.
y
|
y=fx) }
|
!
!
\
|
fl3 l
\ Lf\L al
3. | ‘ 1 - ==
b x
y -4 -321[\' 2
y=4 } x=2 -
77777777777 4
oy 3
Sp T — Coéncava hacia arriba en <_§ —1>, 0,2) y
!
/| y = /) 2, +.00);
‘ 3
v 1 2 * céncava hacia abajo en (—4, —§> ,yen (—1,0);
1 !
!
-2 | maximo local en x = —2;
!
| minimo local en x = —1 que es minimo abso-
| luto.

12
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Ejercicios 9.2.2 Interpretar la grdfica de una funcioén, pagina ??

1. ax=-3&x=2;
b. x=0&x =3;
c f7>0:(0,2)y (2,3);
d. f/<0:(—00,-3), (-3,0) y (3, +00);

e. f”7>0:(-3,2); 3.

f. f7 <0:(—00,-3) y (2, +00).

2. a. Dy = (—o00,5raices: x = -7, x = 0&
x = 5;no es par ni impar; Ry = (—o00, 3];

on

7
. creciente en (—oo, —3) y en (E 5>;

7
decreciente en (—3, §>,

maximo local en (-3, 3), es maximo abso-
luto;

7
minimo local en (E —3>;

no tiene minimo absoluto;

c. concava hacia arriba en (—2,0) y en (2, 5);
céncava hacia abajo en (—oo,—2) y en
0,2);

(—2,2), (0,0) y (2,—1) son puntos de in-
flexién;
7
d. f'(x) >0en(—o0,—3)yen (5,5>;
7
f'(x) <0en(—3,0)yen (0, 5);

f"(x)>0en(-2,0)yen (2,5);
S (x) <0en (—o0,—2) yen (0,2);

. f/(x) = 0 en (-3,3), en (0,0) y en
7

()
2

f(x) > 0en (=7,0);

f(x) <0en (—oo,—=7)yen (0,5).

. Crecienteen [-0.5,0], 1, 3], [4,5] yen [6, +00);

decreciente en [0, 1], [3, 4] y en [5, 6];

. céncava hacia arribaen [0.5,2] y en [3.5,4.5);

céncava hacia abajo en
[-0.5,0.5].[2,3.5].[4.5,6] y [6,+00);

. maximos relativos: (0,2),(3,4) y (5.3)

minimos relativos:

(—0.5,1).(1,0),(4,2) y (6.1);

no tiene méximo absoluto y el minimo ab-
soluto es (1, 0);

puntos de inflexién:

(0.5,1),(2,2),(3.5.3) y (4.5,2.5).

. f'(x)>0en (-2,-1)J(1,2);

f'(x) <0en(—oc0,—4)J(—4,-3)UJ (-3, -2)U
UL DHUE, +o0);
f/(x) =0six =—3,—1o0bien I;

. f7>0en(—oo0,—4)J(—4,-3)J(0,2)J (2, +0o0);

f” <0en (-3,-2)J(-2,0);
f” =0six =—-30bienx =0

.enx = —4, -2 & 2 no existe la derivada.

. Creciente en (—o0, —1), (0, 1) yen (1.2, 3);

decreciente en (—1,0), (1,1.2) y en
(3, +00);

13
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. puntos criticos: x =0 & x = 1.2;
. minimo local estricto: x =0 & x = 1.2;

. cOncava hacia arriba: en (—o0, —1), (—1, 1),

(I,3) yen (3, +00);

. no tiene puntos de inflexion.

. La funcién es continua en

(=00, -2) 2.2 J 2.9 5. +00) ;

Iim f(x) = 2, lim f(x) = 3

x—>—2" x—>—27F
lirn2 f(x) no existe; f(—=2) = 3;
x—>—
Iim f(x) = —-oo; lim f(x) = 5
x—>2" x—2+
lirra f(x) no existe; f(2) no esta definido;
X—>
Iim f(x) = 2, Ilim f(x) = 2
x—>5" x—5+
Iim f(x) =2 f(5) =4
X—>

. en x = —2 se tiene una discontinuidad de
salto;

en x = 2 se tiene una discontinuidad es-
encial infinita;

en x = 5 se tiene una discontinuidad re-
movible;

si redefinimos f(5) = 2, la funcién se hace
continua en este punto;

c. f'(x)<0en(—o0,—2),(—1,2)yen (2,4);
f/(x)>0en(=2,—1)yen (4, +00) —{5};
f'(x)=0enx =—1;

f/(x)noexisteenx = —2,x =2, x = 4ni
enx = 5.

7. Creciente en (—oo, —2) |J (=2, -1)J (2, +00);

decreciente en (—1, 2);

en x = —2 hay tangente vertical;
en x = —1 hay tangente horizontal y un max-
imo local;

en x = 2 la tangente es horizontal y hay un min-
imo local;

en x = 3 la tangente no existe. La grafica tiene
una discontinuidad de salto.



