CAPITULO
9

Grafica de una funcion

9.1 Bosquejo de la grafica de una funcién
Para gréficar una funcién es necesario:
1. Hallar su dominio y sus raices.
2. Decidir si es par o impar, o bien ninguna de las dos cosas.
3. Determinar sus intervalos de continuidad.
4. Determinar sus discontinuidades y clasificarlas
5. Hallar sus asintotas horizontales y verticales.

6. Calcular su derivada y averiguar dénde existe. Hallar sus puntos criticos. Averiguar si tiene
tangentes verticales.

7. Resolver las desigualdades f'(x) > 0 & f'(x) < 0. Determinar sus intervalos de monotonia.
8. Hallar sus maximos y minimos locales.

9. Hallar su segunda derivada y sus raices. Resolver las desigualdades f"(x) > 0 & f"(x) <0,
discernir dénde es concava y dénde es convexa la funcion. Hallar sus puntos de inflexion.
Evaluar la funcién y la primera derivada en los puntos de inflexién.

lcanek.azc.uam.mx: 22/ 5/ 2008
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10. Si es preciso: tabular algunos puntos y algunas pendientes adicionales.

Ejemplo 9.1.1 Bosquejar la grdfica de la funcion f(x) = 3x> — 5x°.

v
1. Dominio: por ser f una funcién polinomial su dominio es Dy = R.
Raices:
fX)=0 ¢ f(x)=3x"-5x>=0 & x*Bx*-5)=0 =
B =0 ‘=0 Y =0 x:Oosblen
= { obien = obier; N o bien - - Jx= \/; o bien
3x2-5=0 x2== X =44/= . 5
3 3 X =—4/=.
3
. . 5 5
Entonces f tiene 3 raices: r; = — 3 n=0&r = 3 ~ 1.29.
2. Paridad:

f(=x) = 3(=x)° = 5(=x)> = 3(—=x°) = 5(—x>) = =3x° + 5x> = —(3x° = 5x%) = — f(x).

La funcién f es impar. Por lo cual su gréfica resultard simétrica con respecto al origen.

3. Intervalos de continuidad:

Por ser f una funcién polinomial es continua en todo R. Por lo mismo no tiene discon-

tinuidades.

4. Asintotas verticales:

Por ser continua en todo R, la funcién f no tiene asintotas verticales.

5. Asintotas horizontales: no tiene, pues

5
lim f(x) = lirjp (3x° —5x%) = lim {XS (3 — —)} = +00.

x—>+o00 x—>+o00

Ademés (por ser impar)
lim f(x) = —o0.

Comentario: el comportamiento de estos limites se conoce como ramas parabolicas de la fun-

cién.
6. Derivabilidad:

Por ser f una funcién polinomial, es derivable en todo R . De hecho

'(x) = 15x* — 15x? existe para cada x € R (f' es par).
P P
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7. Monotonia: por el ejemplo 8.1.4 sabemos que

e La funcién f es creciente en los intervalos (—oco, —1] y [1, +00).

e La funcién f es decreciente en el intervalo [—1, 1].
8. Puntos criticos: por el ejemplo 8.2.4 sabemos que

e En x = 0 existe un punto critico que no es ni maximo ni minimo local.
e La funcién f tiene un maximo local estricto en el punto P(—1,2).

e La funcién f tiene un minimo local estricto en el punto Q(1, —2).

9. Concavidades: por el ejemplo 8.3.3 sabemos que

. . . . . 1
e La funcion f esconcava hacia arriba en los intervalos | — 0

7,

e La funcién f es céncava hacia abajo en los intervalos (—oo,

(

) (0.7071, 400).

)

\9)
=) l\)

a»—
§\~

y
e La funcién f tiene 3 puntos de inflexién, que son

1 1
L |——,12374 |, ,(0,0) & Is | —,—1.2374 ] .
( NG ) 2(0.0) 3<ﬁ )

Corroboramos que siendo 1,(0, 0) un punto critico y al mismo tiempo un punto de inflex-
i6n no es ni un méaximo local ni un minimo local.

10. Bosquejo de la grafica de f(x):

y=f(x)

4x

Ejemplo 9.1.2 Bosquejar la grdfica de la funcion g(x) = I

v
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1. Dominio: por ser g una funcién racional su dominio es

Dg=R—-{x|[x>+4=0}=R -0 =R yaquex>+4>0paracadax € R.

Raices:
4x _ _
g(x):x2+4:O & 4x =0 & x=0.
2. Paridad:
(=) 4(—x) —4x 4x )
—X) = = = — = — X).
& (—x)2+4 x2+4 X2+ 4 &
Puesto que g(x) = —g(—x), entonces g es una funcién impar.

3. Intervalos de continuidad:

Por ser g una funcién racional es continua en todo su dominio D, =R.
4. Asintotas verticales: no tiene debido a que g no tiene discontinuidades.

5. Asintotas horizontales:

- (i) :
4x x x 0
i i = 1 S Sha——— 1 X =_—=90.
—1>I:l|;1wg(x) x—1>I:l|;100 x2 44 x—1>I:l|;100 2 (1 n 4 ) x—l>I}:loo 1+ ;2 1

Entonces g tiene una asintota horizontal que es la recta y = 0 (el eje x).

6. Derivabilidad:
4(4 —

(2

7. Intervalos de monotonia: por el ejemplo 8.1.2 sabemos que

g'(x) = 4)2 paracadax € R, (g’ es par).

e La funcién g es creciente en el intervalo (-2, 2).

e La funcién g es decreciente en los intervalos (—oo, —=2) y (2, +00).
8. Puntos criticos: por el ejemplo 8.2.3 sabemos que

e La funcién g tiene un minimo local estricto en el punto P(-2,—1).

e La funcién g tiene un maximo local estricto en el punto Q(2,1).

Por ser y = 0 asintota horizontal y en ausencia de otros puntos criticos, tales valores extremos
son globales. Por lo tanto el punto P es un minimo absoluto y el punto Q es un maximo
absoluto.

9. Intervalos de concavidad: por el ejemplo 8.3.2 sabemos que

e La funcién g es concava hacia arriba en los intervalos <—2«/§, 0) y <2«/§, —l—oo).
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e La funcién g es concava hacia abajo en los intervalos <—oo, —2«/5) y <0, 2«/5)

3 3
e La funcién g tiene puntos de inflexién en [, <—2«/_, —%_), 1,(0,0) e I3 <2«/§, %) ~
(3.46,0.87).
10. Bosquejo de la grafica de g:
y
Q
L= Boy=gw
I I
I I
a5 |
: 1 L, 2 23
o
|
n !
P
([
: . (x —2)? o o
Ejemplo 9.1.3 Para la funcion f(x) = GrD? obtener: dominio, raices y paridad, intervalos de con-

tinuidad, asintotas horizontales y verticales , intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos criticos y su
clasificacion, intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo, puntos de inflexién. Con estos
elementos haga un bosquejo de la grifica de la funcién.

v
1. El dominio de f:

Dy = R R} = =2 gl
r={xeR|[fx)e }—{ ‘( 1) € }_
={xeR|(x+1)?#0}=
={xeR|x+1#0}={xeR|x#-1} =R —{-1}.
2. Las raices de f y paridad:

(x —2)?
(x +1)2
La funcién f no es par ni impar, ya que por ejemplo:

@) =0&f(=2)=16 = f(=2)# f(2) & f(=2) # —f(2).

3. Intervalos de continuidad:

f(x)=0 & =06 x—2°=0& x—2=0& x=2.

Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio Dy = R — {—1}; es decir, f
es continua en los intervalos (—oo, —1) y (-1, +00).
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4. Asintotas horizontales:

lim  f(x)

x—>*o0

. (x=2)? . x?—4x+4
= lim ———= lim ———M =
x—+oo ()C+1)2 x—>+o0 X2 4+2x + 1
4 4
)C2<1——+—2) 1_i+i
2 1
= lim * Y - fim — XX -,
x—>+o00 2 1 x—>+o00 2 1 1
)C2 1+—+—2 1+_+_2
X X X X

Entonces la recta y = 1 es una asintota horizontal.

5. Asintotas verticales:

Jim, 0 =

lim

(x —2)?
x—>—1(x + 1)2

. (x—2)2
= lim )
x—>—1\x 4+ 1

Yaque lim (x—2) = -1-2 = -3 & lim (x+ 1) = 0, entonces lim = 400 0 bien — o0;
x—>—1 x—>—1 x—>-1x 4+
o (x=2)° . . - N
por lo cual hm1 1) = +00, no importando si x — —17 obienx — —17.
xX—— X
Por lo anterior, la funcién tiene una discontinuidad esencial infinita en x = —1. Por lo tanto, la
recta x = —1 es la tinica asintota vertical de f.

6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

F(0) d [(x—=2\> 5 x—=2\*"d [x=2
X)) = — = e =
dx \x +1 x+1 dx \x +1
_ 5 x—=2 ()c—l—l)l—()c—2)1_2 x=2\x+1l—-x+2
T \x+1 (x +1)2 T \x+1 x+1)2
_ 5 x—2 3 _ 6(x—2)
CT\x+1) x+ D2 (x+1)3°
6(x —2 6(x —2
Debemos ver dénde ()ix—t—il)z > 0y dénde ()ix—kil)z < 0.
6(x —2) e . .
Ya que mno estd definido cuando x + 1 = 0, excluimos el ntimero x = —1.
6(x —2) . . .
Ya que T = 0 cuando x — 2 = 0, excluimos también el nimero x = 2.

Los ntiimeros excluidos generan los intervalos (—oo, —1), (—1,2) y (2, +00).

Para saber el signo de f' en cada uno de los intervalos, se elige un valor de prueba y se evalta
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f(x) en dicho valor. Observe la siguiente tabla:

Intervalo Valor de prueba | f'(x) | f es estrictamente
—o0o<x < —1 x=-2 24 >0 creciente
—1<x<?2 x=0 —-12<0 decreciente
3 .
2<x < +00 x=3 3—2 >0 creciente

Por lo tanto f es estrictamente creciente en los intervalos (—oo,—1), y (2, +00) y es estricta-
mente decreciente en el intervalo (—1, 2).

7. Puntos criticos y su clasificacion:
ffx) =0 & — =0 & x =2
x

entonces f tiene un punto critico en x = 2.

Ya que para —1 < x < 2,1a funcién f es decreciente y para x > 2 es creciente; entonces (por el
criterio de la primera derivada) f tiene en x = 2 un minimo local estricto. Las coordenadas de
este punto critico son (2, f(2)) = (2,0).

8. Concavidad:
d 6(x—-2) 6(x +1)°1 = (x =2)3(x + 1)°1

SO = e G+ P
B 6(x + 1)’ =3(x+1)*(x—-2) 6(x + D’[(x+ 1) —-3(x-2)]
- (x + 1)° - (x + 1)° -
_6(x+1-3x+6) 6(—2x+7)
B (x + D)4 C (x+ 1)
" _ 6(7 - 2)C) .
> 10 = T
Debemos ver dénde % > 0y donde % <0.

Observando que para x # —1 el denominador (x + 1)* siempre es positivo (por el exponente
par), podemos afirmar que el signo de f”(x) depende exclusivamente del signo del factor
(7 — 2x).

7
T—2x>0 &7>2x & x<§;

7
T-2x<0 &7<2x & x>5.
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Entonces,

6(7 —2x)
(x + 1)*
6(7 —2x)
(x + 1)*

7
> 0 parax < E&x # —1.
7
<Oparax > —.
2
Por lo tanto:

7
La funcién f es céncava hacia arriba en los intervalos (—oo, —1) y (—1, 5) .

7
La funcién f es céncava hacia abajo en el intervalo (5, —l—oo) .

9. Puntos de inflexién:

Debido a que en x = > existe un cambio de concavidad y a que la funcién f es continua ahi,

. . 7 . .
podemos afirmar que f tiene en x = — un punto de inflexién. Las coordenadas de este punto

de inflexién son (z,f (z)) = (z, l) .
2 2 2°9

10. Bosquejo de la grafica:
Con los elementos obtenidos, un bosquejo de la gréfica de f(x) es el siguiente

y

En x = 2 el minimo local resulta ser minimo absoluto.

O

2
. .. . X . .. . . .
Ejemplo 9.1.4 Dada la funcién definida por f(x) = T2 determinar: dominio, raices y paridad; inter-
— X

valos de continuidad y tipo de discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; intervalos de crecimiento
y de decrecimiento; mdximos y minimos locales; intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia
abajo, asi como los puntos de inflexion.

A partir del andlisis anterior, hacer un esbozo de la grdfica de f .

8
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¥ Se tiene:

1. Dominio:

Dy={xeR|[1-x>#0}={xeR|[x*#1} =R —{-1,1}.

2. Raices: 5
f(x)=0 & 1fx2 =0& x*=0%& x=0.
3. Paridad: () )
—X X
f(_'x) = 1 _ (_x)z = 1 _ _X2 - f('x) .

La funcién f es par por lo cual su gréfica es simétrica respecto al eje y.

4. Intervalos de continuidad y tipo de discontinuidades:

Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio.
Es decir, f es continua en los intervalos (—oo, —1), (=1,1) y (1, 400). Esto implica que f tiene
discontinuidades enx = —l yen x = 1.
Veamos ahora lirr} f(x) & lim1 f(x).
x— x—>—

2
Cuando x — 1 ocurre que: x> > ;1 —x? > 0 &

5 — —o0 o bien + oc.

I —x
2
Cuando x — —1 ocurre que: x> > ;1 —x? > 0 & 2 o bien 4 oo.
—X
Entonces dado que lim1 f(x) = —ocoobien + 0 & lirr} f(x) = —oo obien + oo las discon-

tinuidades son esenciales e infinitas.

5. Asintotas verticales:
Precisamos los limites infinitos anteriores determinando los limites laterales.

2

pd 7 x .

A S =

2 )C2
0<x<1l=20<x*><1=1-x*>0= ;>0 = lim = +00;
—X x—>17 1 — x?2

)C2

Iim f(x) = lim ;

x—>1+f() x—1+ 1 — x2

2 )C2
x>l = x2>1=1-x*<0 = <0 = lim = —00.
1 —x2 x—>1+ 1 — x2

Luego, la recta x = 1 es una asintota vertical.

Por ser f una funcion par, su gréfica es simétrica respecto al eje y. Utilizando este hecho se
puede afirmar que lirnl f(x) = —o0, lirn+ f(x) = 400y ademds que la recta x = —1 es
x—=>—=1= x—>—1

también una asintota vertical.
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6. Asintotas horizontales:

x? x?
lim f(x)= lm —— = lim ——— =
x—>+o00 x—>+o0 ] — xz xX—>+00 1
x2 | =-1
x2
= i L. = -1 li =—1
= Mm =y~ 2 i S =
——1
)C2
De nuevo, por simetria con respecto al eje y, se tiene que lim f(x) = —1.
X—>—00
Por lo tanto f tiene una sola asintota horizontal que es la recta y = —1.

7. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

o d x? (I =xP2x —x3(=2x)  2x —2x7 +2x%
f(x)__<l—x2) B (1 —x2)2 o (1=x2)2
2x
T ==

Notando que siendo x # 1y que (1 — x?)*> > 0, podemos asegurar que f'(x) > 0 para
x > 0yque f'(x) < 0parax < 0. Entonces, f es estrictamente creciente en los intervalos

(0,1) y (1,400), y es estrictamente decreciente en los intervalos (—oo,—1) y (—1,0).

8. Méaximos y minimos locales:

, 2x
f(X):Oﬁm:O¢>2X:O¢>X:O,

entonces en x = 0 se tiene un punto critico.

Debido a que f es decreciente para x < 0y creciente para x > 0, por el criterio de la primera
derivada se puede asegurar que f tiene en x = 0 un minimo local estricto.
2

0
Ya que f(0) = e -1 0, las coordenadas del punto minimo local son [0, f(0)] = (0, 0).

9. Intervalos de concavidad:

y d 2x .
11 = = ] -

x2)2
(1 =x*)*2 - 2x(2)(1 —x2)(2x)  2(1-x*)>+8x*(1—x?)
B [(1—x2)2]? B (1—x2)* B
20 =x)[(1=x?) +4x7]  2(1 + 3x?)
B (1— x2)4 (1 —x2)3

Notando que 2(3x? + 1) > 0 para cada x € R, podemos asegurar que el signo de f”(x) es el
de (1 — x?)3, que es el mismo de 1 — x2.

f'"xX)>0 & 1-x*>0 & 1>x* &
& |x|<l & —-l<x<l1.

10
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10.

11.

Entonces, f”(x) > 0 en el intervalo (-1, 1).

f"x)<0 & 1-x*<0& 1<x? &
& |x|>1 4 x<—lobienx > 1.
Luego, f"(x) < 0en (—oo,—1)J (1, +00).

Por lo tanto, f es céncava hacia arriba en el intervalo (—1,1) y céncava hacia abajo en los
intervalos (—oo, —1) y (1, +00).

Puntos de inflexién:

Existen cambios de concavidad en x = —1 y en x = 1. Pero debido a que f no esta definida en
dichos puntos, f no tiene puntos de inflexién. Noétese que f”(x) no tiene raices.

Un bosquejo de la gréfica de f es el siguiente:

Ry = (—o00,—1) [0, +00). O

Ejemplo 9.1.5 Dada la funcién definida por f(x) = (4 — x)x'/3, obtener: dominio, raices, paridad, in-
tervalos de continuidad, discontinuidades y su clasificacién, asintotas verticales y horizontales, intervalos de
crecimiento y de decrecimiento; puntos criticos y su clasificacion; intervalos de concavidad hacia arriba y de
concavidad hacia abajo; puntos de inflexién y un bosquejo de la grdfica.

v

. Dominio: Dy = R.

. Raices:

1
f(x) =04 4—x)x3=0< x=0&x =4.

1
. Paridad: f no es par ni impar pues f(x) # £ f(—x) = £(4 + x)x3.

. Intervalos de continuidad: por ser producto de funciones continuas en R, f es continua en R

por lo que no tiene discontinuidades ni asintotas verticales.

11
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5. Asintotas horizontales: tampoco tiene asintotas horizontales pues

6. Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

Derivamos

F(x) = (4 —x)x/? = 4xV3 — x*/3;
/ I Iy S SR V- R 1 3 _4(1=x
Jo=s ey =5 er ) 75 e )

Primero resolvemos la ecuacién f’(x) = 0, para encontrar sus raices

, 4 (1—x
f(x):O(i)g 273 =0 1—-x=0< x=1.

Luego excluimos x = 0 ya que f'(0) no existe y asi obtenemos los intervalos (—o0,0), (0,1) y
(1, +00).

En el siguiente cuadro se puede apreciar el signo de f'(x) para un valor de prueba dentro de
un intervalo. Con esto obtenemos el signo de la primera derivada dentro de dicho intervalo y
por lo tanto el tipo de monotonia ahi.

Intervalo Valor de prueba | f'(x) | f es estrictamente
8 .
—00<x<0 x =-1 5 >0 creciente
1 14 .
0<x<l1 x:g ?>O creciente
l<x <40 x =38 —3 <0 decreciente

Entonces, la funcién f es estrictamente creciente en el intervalo (—oo, 1) y estrictamente decre-
ciente en el intervalo (1, +00).

4
Esto es claro ya que el signo de f'(x) esel de (1 — x) pues 3727 0 siempre.
X3

. Puntos criticos y su clasificacién:

Por el inciso anterior se sabe que: f'(x) = 0 en x = 1; que la funcién f es creciente en el
intervalo (0, 1) y que es decreciente en el intervalo (1, +00).

Entonces, por el criterio de la primera derivada, la funcién f tiene en x = 1 un méaximo local
estricto. Las coordenadas de dicho punto son [1, f(1)] = (1, 3).
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8. Intervalos de concavidad:

f//(x) = gi <X_2/3 _x1/3) — g <_%X_5/3 _ lx—2/3) —

Primero resolvemos la igualdad f”(x) = 0 para determinar sus raices

f//(x) :0 s —— W

4 (x+2
9

):O S x+2=0<¢ x =-2.

Luego excluimos x = 0 ya que f”(0) no existe y asi obtenemos los intervalos (—oo, —2), (-2, 0)

y (0, +00).
Intervalo Valor de prueba | f"(x) | f es concava hacia

1 :
—00 <X <=2 x=-8 _E<O abajo

4 .
—-2<x<0 x=-1 §>O arriba

5 :
0<x<+o00 x=38 —%<O abajo

Entonces, la funcién f es céncava hacia abajo en los intervalos (—oo, —2) y (0, +00) y es c6n-
cava hacia arriba en el intervalo (-2, 0).

9. Puntos de inflexién:

La funcién f tiene cambios de concavidad en x = —2y en x = 0; ademads es continua en dichos
puntos. Por esto tiene puntos de inflexién en x = —2 y en x = 0. Las coordenadas de dichos
puntos de inflexién son [-2, f(—2)] = (=2,64/=2) ~ (=2,-7.56) y [0, £(0)] = (0, 0).

Es importante notar que en x = 0 la funcién f es continua, no es derivable y tiene un punto de
inflexién. De hecho tiene tangente vertical, pues:

= lim = lim 7 =
3

x—0 x—0
h

f=fO© _\ @G=hh1 4 (&)
h

f1(0) = lim

10. Un bosquejo de la grafica es el siguiente:

13
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El maximo local resulta ser el maximo absolutoy Ry = (—o0, 3].

Ejercicios 9.1.1 Soluciones en la pdgina ??

Grafica de una funcién polinomial.

1. Seala funcién f(x) = 1 — (x — 3)3.

Encuentre los extremos relativos y absolutos (si tiene), los intervalos donde sea creciente y
donde sea decreciente, también calcule dénde es céncava hacia arriba y dénde es céncava hacia
abajo. Finalmente haga la grafica.

2. Dada la funcién f(x) = x* — 2x3, determinar:

a. Puntos criticos y clasificacion.
b. Intervalos donde crece o bien decrece.

Puntos de inflexion.

0o

e

Los intervalos de concavidad.
e. Gréficade f.

3. Parala funcién h(x) = x* — 8x2 + 18, encuentre:

a. Los intervalos en los cuales / es creciente o bien decreciente.
b. Los valores maximos y minimos locales de 4.
c. Los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Los puntos de inflexion.

d. Bosqueje la grafica de esa funcion.

4. Seala funcion f(x) = x3 + 6x% + 3x + 1.

a. Encontrar los intervalos de monotonia de la funcién. Es decir, aquellos intervalos donde
la funcién es creciente y aquellos donde es decreciente.

14
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b. Encontrar los intervalos de concavidad de la funcién. Es decir, aquellos intervalos donde
la funcién es céncava hacia abajo y aquellos donde es céncava hacia arriba.

c. Hacer un bosquejo de la grafica de la funcién.

5. Parala funcion f(x) = (x? — 4)3, determine:

a. Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento. Los extremos relativos.

b. Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo. Los puntos de
inflexion.

c. La gréfica.

)C6 )C4
6. Considere la funcién f : R — R definida por f(x) = i + 5 x2 4+ 3.

a. Determinar dominio, intervalos de continuidad y xl_i)rpoo f(x), xl_i)rfoo f(x). (No determine
las raices de f'.)

b. Determine los puntos criticos y los intervalos de monotonia.

c. Clasifique los puntos criticos (extremos) y determine los intervalos de concavidad.

d. Obtenga los puntos de inflexion, la gréfica de f y el namero de raices de f. (No intente
calcular las raices de f'.)

Ejercicios 9.1.2 Soluciones en la pdgina ??

Graéfica de una funcion racional.

2

T2 determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
los puntos criticos y su clasificacién, asi como los intervalos de concavidad hacia abajo y hacia

arriba. Finalmente, con estos elementos haga un bosquejo de la grafica de la funcién.

1. Para la funcion f(x) =

2
. (x—1) . . . .
2. Para la funcién f(x) = ————, determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
X
los puntos criticos y su clasificacién, asi como los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia

abajo. Finalmente, con estos elementos haga un bosquejo de la grafica de la funcién.

2
—4

3. Sea la funcién f(x) = (fc—il)z Proporcione:
a. El dominio de la funcién : Dy.

b. Las raices de la funcion.

Los intervalos de monotonia.

0

A

Los intervalos de concavidad.

e. La gréfica de la funcién.

4. Seala funcién f(x) =

. Proporcione:
X

15
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El dominio de la funcién.

o P

Los intervalos de monotonia.

Los intervalos de concavidad.

0

Qe

Los puntos de inflexién.

e. La gréfica de la funcioén.

5. Considere la funcién 7 : R — R definida por A(x) = . Halle el dominio y las raices

3
x
de la funcién. Las asintotas verticales y las horizontales. Los puntos criticos. Los intervalos de

concavidad. Haga un bosquejo de esa funcién.

6. Sea la funcién f(x) = . Diga en qué intervalos es céncava hacia arriba, céncava hacia

x
x2 41
abajo, determine los puntos de inflexién y grafique.

1
7. Dada la siguiente funcién: f(x) = x + 1+ P determine los intervalos de monotonia de
X

f(x), los puntos extremos y grafique esa funcion.

8. Graficar la funcién f(x) = %, determinando:
X

1 —
a. Dominio, raices y simetria.
b. Asintotas.

Intervalos de monotonia.

0

A

Intervalos de concavidad.
e. Puntos criticos y su clasificaciéon. Puntos de inflexion.

)C2

9. Sea la funcién f(x) = _@—75)2.
a. Encuentre los puntos criticos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b. Encuentre los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad.

c. Encuentre las asintotas verticales y horizontales.

d. Haga un bosquejo de la grafica.

1
10. Para la funcién f(x) = — + —, determine:
X

16

X

Dominio, raices y paridad.

o P

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo y puntos de inflexién.
Intervalos de continuidad y la clasificacién de discontinuidades.

Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.

Maéximos y minimos relativos y absolutos.

®” =~ 0o & 0

Esbozo gréfico y rango.
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11. Parala funcién f(x) =

ISH

- 0o 0

2
— determine:
x> —4
El dominio y las raices de la funcién.
Los intervalos en los cuales f es creciente o bien decreciente.
Los valores méximos y minimos locales de f.
Los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.
Las asintotas verticales y horizontales.

La grafica de esa funcion.

2x

12. Considere la funcion f(x) = W y determine:

0o

e

13. Parala funcién f(x) =

ST

®” -~ 0o 2 n

(2

. El dominio, raices e intervalos de continuidad.

a
b.

Asintotas verticales y horizontales.
Los intervalos de monotonia, los puntos méximos y minimos (absolutos y relativos).

Los intervalos de concavidad y puntos de inflexién.

. Bosquejo grafico y rango.

x342

, determine:

Dominio, raices, paridad.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién.

Intervalos de continuidad y la clasificacién de discontinuidades.
Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.
Maximos y minimos relativos y absolutos.

Esbozo gréfico y rango.

14. Para la funcién f(x) = _ determine:

e n T P

®

(x — 2’
Dominio, raices, paridad.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién.

Intervalos de continuidad y la clasificacién de discontinuidades.

Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.

f. Méximos y minimos relativos y absolutos.

g. Esbozo gréfico y rango.

Ejercicios 9.1.3 Soluciones en la pdagina ??

17



18 Célculo Diferencial e Integral I

Gréfica de una funcidon con radicales.

1 2
1. Sea f(x) = x3(x + 3)3, determinar D f; intervalos de monotonia y de concavidad; maximos
y minimos locales, y puntos de inflexién. Usando esta informacién, dibujar un esbozo de la
grafica de la funcién f(x).

2. Sea f(x) = v/x2 — /x5, determinar los intervalos de monotonia y de concavidad de f; méxi-
mos y minimos locales, y puntos de inflexion.

Usando esta informacion, esbozar la gréfica de f.
3. Considere la funcion f(x) = 4x — +/2x — 1. Determinar:

a. Dominio, raices, intervalos de continuidad.
b. Intervalos de monotonia y puntos extremos.
c. Intervalos de concavidad.

d. Bosquejo gréfico. Proporcione el rango.

1
4. Grafique la funcién f(x) = x5 (x + 3) sefialando claramente:

Dominio y raices.

ST

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

0

Maximos y minimos relativos.

A

Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo.

Puntos de inflexion.

o

. Maximos y minimos absolutos (si los hubiese).

g. Gréfica de la funcién.

18
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Ejercicios 9.1.1 Grdfica de una funcion polinomial, pagina ??

1. Decreciente en R y no tiene valores extremos; 3. a. Creceen (—2,0) yen (2, +00);
céncava hacia arriba en (—oo, 3); decrece en (—oo, —2) y en (0, 2);
céncava hacia abajo en (3, +00).
b. enx = —2yen x = 2hay minimos locales;
y
en x = 0 hay un maximo;
) hacia arrib ( 2 >
28 c. cOncava hacia arribaen | —oco, ——= | yen
3 y

()

2 2
¥y = f(x) cOncava hacia abajo en (——, —>;
) 3B
Punto de inflexion 2 2 h d
en x = ———=yenx = — hay puntos de
T S —_ 737 BTP
3 4 inflexion.
» 3 d.
2. a. Puntos criticos: x = 0& x = —;
3 2 >
X = 3 es un minimo;
. 3
b. decreciente en [ —oo, 5 ;
. 3
creciente en 5 +00 |;
c. 11(0,0) e I(1,—1);
d. concava hacia arriba en (—o0,0) y en
(1, +00);
céncava hacia abajo en (0, 1). N
e.
y
y=rf(x) 4. a. Creceen (—oo, -2 - \/§> y en
(—2 + /3, +oo>;
3
152
— x decrece en (—2 —J3,-2+ \/§>,
- Ao\
into critico | |
‘un punto de inflexién b | . .
) es maximo local | b. céncava hacia abajo en (—oo, —2);
b es minimo local 2 L \{
16 coOncava hacia arriba en (-2, 4+00);

19
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5.

y=sf(x)

a. Creciente en [0, +00);

decreciente en (—o0, 0];
el tnico extremo relativo es (0, —64), que
es un minimo;

5 hacia abaj (—2 ——2 >
. cOncava hacia abajo en , en

()

concava hacia arriba en (—oo,—2),

( 2 2>yer1(2,-|—c>o);

critico

punto de inflexion
maximo local
minimo local

20

A
1 tos (£2,0)y | £ 2 -le d
n S n
os puntos L0y 75 125 son de
inflexion.
y
y = f(x)
o
(@ o
o ‘CJ
?g; ]
2| 2
25| V52 N
T T
%\ /S
2|
A’U’
g
OO (\c
—64

. Dy = R donde f es continua;

Iim f(x) = 4o0;

x—>*o0

. x ~ £0.8555996 & x = 0 son los puntos

criticos;

creciente en (—\/T\/? 0> y en
( —1+\/§,+00>;

decreciente en (—oo,—m> y en
(0, m»

.enx ~ £0.8555996 hay un minimo rela-

tivo;
en x = 0 hay un maximo relativo;

f(x) es concava en

-3+ 19
T\ T U

=3+ 419
5

’

f(x) es convexa en

\/_3+m\/_3+m _
a 5 5 ’

+00

puntos de inflexién: (£0.521325,2.7684981);

no tiene raices.
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Ejercicios 9.1.2 Grdfica de una funcion racional, pdgina ??

1. En x = 0 hay punto critico; f(x) es convexa en (% +oo>.

creceen (0,1) y en (1, +00); y
decrece en (—oo, —1) y en (—1, 0);

f(0) = 0 es un minimo relativo; y=f(x)

céncava hacia abajo en (—oo, —1) [J(1, +00);

coéncava hacia arriba en (-1, 1);

3. a. Df:R—{l}}
b. las raices: {—2,2};

c. decreciente en: (—o0, 1] y en (4, +00);
creciente en: (1, 4);

X

11
d. céncavahacia abajo en: (—oo, 1) |J (l, ?>,

11
céncava hacia arriba en: (7 +oo> .

:7\‘777177{;0:& .

2. Los puntos criticos estinen x = 0yenx = 1;

crece en (—o0, 0) y en (1, +00);

decrece en (0, 1); 4 a. D R;
. . f = 7

b. creciente en: (—o0, 0);
S (x) es concava en (—o0, 0) U (0, §>r decreciente en: (0, +-00);

21



22 Célculo Diferencial e Integral I
c. concava hacia arriba en: coéncava en <_ﬁ , O> y en <\/§ , +oo>.
00 V3 U V3 +o0 |;
"3 37 ’ y
céncava hacia abajo en: Y= f(x) %
_ﬁé p 0.433[ /T
33 -3 Il
T _\1 ‘1 ‘ X
(Y33 (Y33 o V3
1 31 2| 377 71:—0.433
e. y 2
7. f(x) es creciente en: (—o00, 1) y en (3, +00);
!
} decreciente en: (1,2) yen (2, 3);
!
|
s B hay puntos criticosenx = 1 yenx = 3.
V3 V3
y
5. Puntos criticos: x =3 & x = —3;

crreciente en (—3,0) y en (0, 3);

decreciente en (—o00, —3) y en (3, +00);

en x = —3 hay un minimo y en x = 3 hay un

maximo;

h(x) es concava hacia arriba en (—3 V2, O> U (3 V2, +oo>;

h(x) es concava hacia abajo en (—oo, -3 \/§> U (0, 3\/§>;

-5 5
1 tos ( —3+/2, ———= 372, ————
05punos< f18xﬁ>y<f18xﬁ>

son de inflexion.

1 y = h(x)

=342 -3-/3/02 | —— —T—e—
—e— 7 ] V33 342

6. Hay puntos de inflexién en x = 0 & x = £+/3;
convexa en (—oo, —\/§> y en (O, \/§>,

22

8. a. Dy=R —{£l};

tiene una raizen x = 0. Esimpar;

b. x = —1 & x = 1 son asintotas verticales;

y = 0 es asintota horizontal;

c. creciente en (—oo,—1), (=I1,1) y en
(1, +00);

d. céncava hacia arriba en (—oo, —1) | J (0, 1);

céncava hacia abajo en (—1,0) | (1, +00);

e. no tiene puntos criticos;
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9. . Punto critico: x = 0;
creciente en (—o0, 0) y en (5, +00);
decreciente en (0, 5);
5
. cOncava hacia arriba en (—oo, —§> ;
. . . 5
céncava hacia abajo en —5 5) y en
(5, +00);
5
enx =—2 hay un punto de inflexion;
. x = 5 es asintota vertical;
y = —1 es asintota horizontal.
y
st
2
. : x
,,,,,,,,,,,,,,,, | \ 1 - _
!
|
|
} y=sx)
!
|
10. a. Dy = R —{0};raiz: x = —1; noesparni
impar;

(0, 0) es un punto de inflexién.

y

y=f(x)

. 3
. creciente en (—oo,—— ;

! !
I I
I I
\ \
\ \
I I
| |
\ \
| |
-1 1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

2

3
decreciente en (—5 O> y en (0, +00);

. céncava hacia arriba en (—oo,—2) y en

(0, +00);
céncava hacia abajo en (-2, 0);

punto de inflexién en x = —2;

. f es continua en (—o0, 0) |J (0, +00);

f tiene una discontinuidad esencial in-
finita en x = 0;

. x = 0 es asintota vertical;

y = 0 es asintota horizontal;

L enx = -5 hay un punto méaximo local es-

tricto;
f no tiene maximo ni minimo absoluto;

. elrangode fes R.

y

. Dy =R —{-2,+2};raizx =0;

b. creciente en (—oo0, —2) y en (-2, 0);

decreciente en (0,2) y en (2, +00);

. en x = 0 hay un maximo local;

. céncava hacia arriba en (—oo,—2) y en

(2, +00);

. coéncava hacia abajo en (-2, 2);

f. asintotas verticales: x =2 & x = —2;

asintota hotizontal: y = 2.

a. Dy =R —{2};

raiz: x = 0;
f(x) es continua en su dominio;

23



24 Célculo Diferencial e Integral I
.y = 0 es asintota horizontal;
x = 2 es asintota vertical;
. creciente en (-2, 2);
decreciente en (—o00, —2) y en (2, +00);
/f no tiene maximo relativo ni absoluto;
en x = —2 hay un minimo local que es ab-
soluto;
. céncava hacia abajo en (—oo, —4);
céncava hacia arriba en (—4,2) y en -2
(2, +00);
en x = —4 hay un punto de inflexién;
y
!
!
| y=/s ()
| N =
| Elrango: Ry = R.
!
!
!
!
!
!
‘ x
—2 2
14. . Dominio: Dy = R —{1};
1
Ry [_ﬁ +OO> raiz: x = 0;
no es par ni es impar;
13. . Dominio: Dy = R —{0}; . decreciente en (—oo, —1) y en (1, +00);

24

2 3
raiz: x = — \/5;
no es ni par ni impar;

. decreciente en (—00,0) yen x € (0, 1);

creciente en (1, +00);

. c6cava hacia arriba en (—oo, — 3/5) U (0, +00);

coécava hacia abajo en (— 2, O> ;
x = — /2 punto de inflexi6n;

. la funcién es continua en todo su dominio;

en x = 0 tiene una discontinuidad esen-
cial;

. x = 0 es una asintota vertical;

no tiene asintotas horizontales;

. x = 1 es un minimo local;

no existen maximos ni minimos absolutos.

creciente en (—1, 1);

. céncava hacia abajo en (—o0, —2);

coOncava hacia arriba en (-2, 4+00);

en x = —2 hay un punto de inflexién;

. continua en su dominio R —{1};

en x = | hay una discontinuidad esencial
infinita;

.y = 0 es asintota horizontal de f(x);

x = 1 es asintota vertical de f(x);

. en x = —1 hay un minimo local que es un

minimo absoluto;

no tiene méximo absoluto;
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g 1
: y rango: Ry = —Z,—i—oo .

y=f(x)

-2 -1

P——Y
r—0—

- - -

Ejercicios 9.1.3 Grdfica de una funcion con radicales, pagina ??

1. Dy = R; (—0.298242,0.7494817) es punto de inflexién.
crece en (—oo, —3), en (—1,0) y en (0, +00);
decrece en (-3, —1); X
céncava hacia arriba en (—oo, —3) [ J(-3, 0); y = f(x)
céncava hacia abajo en (0, +00); \ | 079
puntos criticosenx =0, x = —lyenx = -3; | J} J 1 N
en x = —1 hay un minimo. En x = —3 hay un —0.29 0.32
maximo;
hay punto de inflexién en x = 0.
y
y=fx)
3 _xl . 3. a. Dy = B +oo>; no tiene raices;
TV es continua en todo su dominio;

. 17
b. crecienteen | —, +o0 |;
32

2. Creciente en (0, 0.32411);

. ( 1 17 >
decreciente en | — ;

decreciente en (—00, 0) y en (0.32411, +00); 2°13)

concava hacia arriba en (—oo, —0.298242);

17 15
el punto critico tnico: ( > es un
céncava hacia abajo en (—0.298242, 0) | J (0, +00);

32" 8
minimo absoluto;
(0, 0) es un minimo local;

(0.484273,0.1529285) es un maximo local; ¢. la funcién es concava hacia arriba.

25
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d 1 ..
. c. x = —3 es un minimo local;

d. céncava hacia arriba en (—o0, 0) | (2, +00);
céncava hacia abajo en (0, 2);
y =1 e. (0,0)y (2, 532) ~ (2,5.74) son puntos de
inflexion;
f.enx = —3 tiene un minimo absoluto;

f(x) no tiene méximo absoluto.

> X g. y

N ===

15

4, a. Dominio: Dr = R;

raices: x =0 & x = —3;
\—3
. 1 : x
b. decreciente en | —o0, ~3 ; -3

1
creciente en (—5, +oo> ;

26



