CAPITULO

2

Funciones

2.5 Grafica de una funcion real de variable real

Definimos la gréfica Gy de una funcién f real de una variable real como:

Gfd:ef{(x,y)eRx]R:Rz}xeDf&y:f(x)}.

La expresion anterior se lee:

“La gréfica Gy de una funcién real de una variable real es igual al conjunto de los puntos que
pertenecen a R? (ubicados en el plano cartesiano) tales que x pertenece al dominio de f & y es
iguala f(x)".

y

y = f(x)
Gf

SO ——
[x, f(x)]

I

|

|
X

Una condicién necesaria y suficiente para que una curva plana sea la gréfica de una funcién es que
cualquier recta vertical corte a la curva en a lo méds un punto.
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y = f(x)

Esto es, la recta vertical x = a debe cortar a la curva en un punto sia € Dy. En caso contrario, si a
¢ D 7, entonces la recta vertical x = a no corta a la curva.
Asi una curva de esta forma:

No puede ser la gréfica de funcién alguna, pues hay ciertas rectas verticales que la cortan en mds de
un punto.

Recordemos que la proyeccién ortogonal de un punto sobre un eje es el punto donde la perpendicu-
lar al eje que pasa por el punto corta al eje.

BTN

| x

P

A* es la proyeccién ortogonal de A sobre el eje x.

En la siguiente figura se muestra que A* es la proyeccién ortogonal del punto A4 sobre el eje x y que
A™** es la proyeccion ortogonal del mismo punto sobre el eje y.



2.5 Gréfica de una funcién real de variable real

A**

Dada la gréafica de una funcién f, la proyeccién ortogonal de todos sus puntos sobre el eje x es el
dominio D s de la funcién y su proyeccién ortogonal sobre el eje y es surango Ry.
Ademds dado un niimero a € Dy, la ordenada del punto donde la recta x = a corta a la grafica de

la funcién f es el namero f(a).

y

C**

fla)
A*

no— — —

Dj = A*D*,

B**

Ry = BFC™

De manera que, dada la grafica de una funcién, conocemos a ésta completamente, pues podemos
determinar su dominio y su rango, y dado a € D y podemos hallar f(a).

Ahora bien, dada una funcién y = f(x), es frecuente intentar tener una nocién de su gréfica
generando un conjunto de puntos de ella, lo cual se logra dando valores arbitrarios a x € Dy y
obteniendo las imdgenes y = f(x) correspondientes. Se genera asi una tabla de valores donde cada
x € Dy esla abscisa y la imagen y = f(x) es la ordenada de un mismo punto P(x, y). Esto es,

x|y P(x,y)

a | fla) | Ala, f(a)]
x1 | f(x1) | Blxi, f(x1)]
x2 | f(x2) | Clxa, f(x2)]
b | f(b) | Db, f(b)]

Ejemplo 2.5.1 Trazar la grifica de la funcién f(x) =

3.
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¥ Aqui f esla funcién que a cada nimero real x le asocia siempre el mismo niimero quees y = 3.
Ahora bien, sabemos que la ecuacién y = 3 representa la linea recta horizontal que corta al eje y en
el nimero 3.

Por lo tanto la gréfica de la funcién f(x) = 3 es la recta horizontal y = 3.

Algunos puntos de la gréfica de f(x) = 3 son:

x | f(x) | P(x,y)
2| 3 | A(=2,3)
0| 3 | B3

1| 3 | ca,3)
41 3 | D@43
y
v=3 4 ale p
CoB[ j
| | |
R I |
| | | x
—2 0 1 4

Noétese que el dominio de esta funciéones Dy = R ysurangoes Ry = {3}.

Ejemplo 2.5.2 Bosquejar la grdfica de la funcion g(x) = x.

¥ Aqui g es la funcién que a cada x € R le asocia su imagen y = x. Ademds sabemos que la
ecuacién y = x representa a la linea recta que biseca a los cuadrantes primero y tercero del plano
cartesiano.

Por lo tanto la gréfica de la funcién g(x) = x eslarecta y = x.

Algunos puntos de la gréfica de g(x) = x son:

x| )| Py
1| =1 | A(-1,-1)
01| 0 B(0,0)
2| 2 C(2,2)
4| 4 D(4,4)
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[ Y
QU W

Observamos que el dominio de esta funcién es D, = R ysurangoes R, = R.

Ejemplo 2.5.3 Trazar la grifica de la funcién h(x) = 1 — 2x.

Y Aqui 4 es la funcién que a cada x € R le asocia la imagen y = 1 — 2x. Ademds sabemos que la
ecuaciéon y = —2x + 1 representa a la recta (y = mx + b) que tiene pendiente m = —2 y ordenada en
el origen b = 1.

Dos puntos de esta recta son

x=0=y=-20)+1=0+1=1 = A(0,1);
x=1=y==2)+1=-2+1=-1= B(,-1).

Por lo tanto, la gréfica de la funcién 2(x) = 1 — 2x es larecta y = —2x + 1 que pasa por los puntos
A0, 1)y B(1,—1).
Algunos puntos de la gréfica de 2(x) = 1 — 2x son:

x | f(x) | P(x,y)
2| 5 | E(-2,5)
~1| 3 | F(-1,3)
0| 1 |A®©1
1/2] 0 | cC@/2,0)
1 | =1 | B(1,-1)
3 | =5 | D(3,-5)
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y=-2x+1

X

Obsérvese que el dominio de esta funcién es D, = R ysurangoes R, = R.

Ejemplo 2.5.4 Bosquejar la grdfica de la funcion f(x) = x>.

Y Aqui f esla funcién que a cada x € R le asocia su imagen y = x2.
Cuatro puntos de la gréfica son

x==41= y=(£)*=1= A'(-1,1)y A, 1);
x=242 = y=(£2>=4 = B/'(-2,4)y B(2,4).

Por lo tanto la gréfica de la funcién f(x) = x? es la parabola y = x? que tiene su vértice en V(0,0) y
que pasa por los puntos B'(—2,4), A'(—1,1), A(1,1) y B(2,4).

y

El dominio de esta funciénes Dy = R ysurangoes Ry = [0, +00).

Ejemplo 2.5.5 Bosquejar la grdfica de g(x) = 3x —2con —1 < x < 2.

¥ Sabemos que la ecuacién y = 3x — 2 representa a la recta (y = mx + b) que tiene pendiente
m = 3 y ordenada en el origen b = —2.

6
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Como el dominio de g es el intervalo —1 < x < 2, la gréfica de g es el segmento de tal recta y = 3x—2
que tiene por extremos a los puntos siguientes

x=—-1=y=3-1)-2=-3-2=-5 = A(-1,-5);
x=2=y=32)—-2=6—-2=4 = B(2,4).

Notemos que el punto A si pertenece a la grafica pero el punto B no esta en la grafica de g.

y=3x-—-2

[\ Y P

También que el rango es el intervalo R, =[5, 4).

([
Puntos muy importantes de la grafica de una funcién son aquellos donde ella interseca el eje de las
abscisas.
Recordemos que se denomina raiz de la funcién y = f(x) a todo nimero x = r tal que f(r) = 0.

Por ejemplo
y

(x1,0) /\\(xz, 0) /

\/(x3, 03)6

En esta figura los ntimeros x1, x, & x3 son raices de la funcién y = f(x) ya que

flx1) = f(x2) = f(x3) =0.
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Ejemplo 2.5.6 (ver las grdficas anteriores)
v

1. La funcién f(x) = 3 no tiene raices, ya que la recta y = 3 nunca interseca al eje x.

2. La funcién g(x) = x tiene sélo una raiz quees x =0, yaque g(x) =0 & x =0.

1
3. La funcién h(x) = 1 — 2x tiene una sola raiz que es x = 5/ yaque:

1
hix)) =0 < 1-2x=0 < 2x =1 @x:i.

4. La funcion f(x) = x? tiene una tnica raiz en x = 0, ya que:
f(x)=0 & x*=0 & x=0.

5. La funcién g(x) = 3x —2 con —1 < x < 2 tiene una raiz, ya que

2
gx) =0 3x—-2=0 ¢ 3x=2 & ng‘

Ejercicios 2.5.1 Soluciones en la pdgina 10
1. Laecuacion x?+ y? = 1 representa a una circunferencia de radio 1 y centro en el origen. ;Puede
considerarse a esta curva como la grafica de una funciéon? Justifique su respuesta.
2. La ecuacién y? = x representa a una parabola en el plano xy. ;Puede ser considerada esta

parabola como la grafica de una funcién y = f(x)? Justifique su respuesta.

Las curvas siguientes son gréficas de funciones y los puntos 4 y B no pertenecen a dicha
grafica. Determinar dominio, rango y el ntimero de raices de cada funcién.

3.

B(7,15)

A(-1,-7) &




2.5 Gréfica de una funcién real de variable real

Mediante una tabla de valores, obtener un bosquejo de la gréfica de las funciones sigu-
ientes. Determinar ademads (en cada caso) dominio, rango y raices de la funcién.

6. f(x)=3x+1.
7. g(x)=x2—1.
3 8
8 h(x)=-2 con ——<x<-=-.
2 3

9. f(x)=3—-2x con —-1<x<4.

5
10. g(x) =4—x% con —2<x§5.
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Ejercicios 2.5.1 Grdfica de una funcion real de variable real, pdgina 8

1. No esla grafica de una funcién. 2rajces:x = -1 &x =1.
2. No es la gréfica de una funcién . 8.
y
3. Dy =(-1,7);
Ry = (-7,15); 3 8
2 3
f(x) tiene 1 raiz. ‘ : x
\ \
4. Dy = (-3,8]—-{7}; y=-2
r=( 1-17} 4 (_35_2)6—463 <§’_2)
Ry =(=515]-{5}; 2 ’
tiene 3 raices. 38
1 n= (—5 §>, Ry = {—2}; no tiene raices.
5. Dy = (—,4> U 4,75
2 9
Ry =1[-1,9] ' y
tiene 2 raices.
6.
y
4
T X
|
|
y=3x+1 }
|
|
B(4,-5)
T / x
A(—1,—2)/Z Dy =[-1,4); Ry = (=5,5];
3
tiene 1 raiz: x = —.
| 2
Df:R;Rf:]R;lraiZ:x:—g. 10.
y
7.
y
A(—2,0)
y = x2—1
A2,39% — 1~ #EQ.3)
! !
| |
TR 51 9 1
C(0,—-1) Dg = _25 i Rg = _1’4 ’
Dg = R; Rg =[—1,+00); tiene 1 raiz: x = 2.

10



