CAPITULO
5

La derivada

5.2 La derivada de una funcion

A continuacién trataremos uno de los conceptos fundamentales del calculo, que es el de la derivada.
Este concepto es un limite que esta estrechamente ligado a la recta tangente, a la velocidad instan-
tdnea y en general a la razén de cambio de una variable con respecto a otra.

x)— f(x
e Cuando existe el limite lim M, lo denominamos la derivada de la funcién f en el punto xo
X—>X0 X — Xo

y decimos que la funcién f es derivable en el punto x,.

Al limite lim M lo denotamos por f'(xo). Es decir:
X—X0 X — Xo
f/(xo) — lim f('x) - f(x()) .
X—X0 X — Xo

Alternativamente si hacemos x — xo = h [una translaciéon de coordenadas en que el nuevo
origen es el punto (x¢,0)] 0 sea x = xo + h, podemos escribir:

S (xo + 1) — f(xo)

S (x0) = limy I

A veces se usa Ax (incremento de x) en lugar de 4; también se usa Ay enlugar de f(xo+ Ax)—

f(x0) en cuyo caso:

! 7 Ay
S (xo) = lim =
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2 Célculo Diferencial e Integral I

e Sino existe f'(xp), afirmamos que la funcién f no es derivable en x, o bien que la funcién f
no tiene derivada en x

Otras notaciones para f'(xo) son:

df (x)
dx

a

7
—xo dx

dy

, ——
X=X0 dx

’ y/(x()) .

X=X0

X

Ay aer f(0) = f(x0) _ fxo+h) — flxo

Ax X — Xo h

o Alarazéon se le denomina cociente diferencial.

Ejemplo 5.2.1 Demostrar que la funcion f(x) = 3x* — 4x — 5 es derivable en xo = 2.

¥ Demostraremos la existencia de f'(x¢) = f'(2):

SO+ 1) = fxo)

f'(x0) = lim
h—0

h
_ 2 _ _ 5] — 2 _ _
L ) — i JCED Q) BCE R 404 k)~ 5] - BRP 4@ = 5]
h—0 h h—0 h
o 3(4+4h+h*>)—8—4h—-5—-12+8+5
= lim =
h—0 h
o 124 12h+3h2—12—4h . 8h+3h?
= lim =lim—— =
h—0 h h—0
L h(8 + 3h) L . ol
_}111{5(1)7—}’1{2)(8—#3}1)—8—!—3(0)—8,
1) =8.

Luego f'(2) existe, por lo cual f es una funcién derivable en xo = 2. Ademas la derivada de f en
xo =2es f'(2) =8.
[

Ejemplo 5.2.2 Si f(x) = 4—x?, usando la definicion de derivada, calcular f'(a). Calcular también, usando
lo anterior, f'(—=2) y comprobar que f'(1) = 2.

Y Calculamos el cociente diferencial:

- fla) _ (-x)—(4-a’) 4-x*—4+a> —x’+a’

X—a x—a ~— 4 4
— —())cCZ__aaZ) _ (x —)ccz)_();—i— a) =—(x4a)six —a #0,estoes,six #a.
Ast:
fia) = ,?E}l w = )lci{f}l[—(x +a)] = 2a.

Hemos demostrado por lo tanto que, en todo punto [a, f(a)] = (a,4 — a?), la funcién es derivable y
su derivada es f'(a) = —2a.

Concluimos con esto que f'(x) = —2x parax € R.

2



5.2 La derivada de una funciéon 3

Usando este resultado, tenemos que

f(=2) =4
') =-=2.

1
Ejemplo 5.2.3 Sea f(x) = +/2x + 1. Encontrar f'(a)cona € Dy = {—5, —I—oo).

¥ Calculamos el cociente diferencial del cual obtendremos el limite:

f(x)—f(a):J2x+l—J2a+l:«/2x+1—«/2a+1XJ2x+l+J2a+l_

X —a X —a X —a V2x+1+2a+1
B 2x+1)—Qa+1 . 2(x —a) B
- (WV2x+1+V2a+1) (x—a)(V2x+1+2a+1)
2

six —a # 0,estoes, six # a.

:J2x+1+J2a+1

S = fl@ 2 _

1rn—_hm =

—a  XxX—a x=a Jf2x + 1+ 4/2a + 1
2 2 1

T atl+ 2+l 22a+x1 ax1

fl@)=1

1

Esta dltima expresion sélo tiene sentido si 2a 41 > 0, es decir, sia > —5 Vemos que —5 € Dy, pero
1

ahi la funcién f no es derivable; de hecho ni siquiera estd definida a la izquierda de —5 O

Ejemplo 5.2.4 Demostrar que la funcion g(x) = | x | no es derivable en el origen.

¥ Demostraremos la no existencia de g’(xg) en xo = 0.

x)—g(x
X—>X0 X — _XO
—g(© —10
= g/(0) = lim S 78O IXIZI0]_ gy X1,
x—0 x—0 x—>0 X x—>0 Xx
x x
Calculamos los limites laterales lirgl [x] & lim+ u Recuerde que ya lo hicimos en el capitulo
x>0 X x>0t X
Limites, ejemplo ??.
l.x—>0 = x<0=|x|=—x =
im ! Z dim T = dim(e1) = —1
x—>0" X x—>0 Xx x—0

2. x—=>0" = x>0 = |x|=x =

R B R
Im —=lim—=Iiml1l=1.
x—0t X x—>0 X x—0
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Entonces,

X X X .
lim Ix] =—-1#1= lim Ix] = limunoemste =
x—=>0" X x—0t+ X x—>0 X

= g'(0) no existe = la derivada de g en xo = 0 no existe.

Por lo tanto la funcién g no es derivable en xo = 0. En x = 0 la grafica de la funcién tiene un pico.
En cualquier otro punto si es derivable:

1. g’(a) =1sia > 0.

Pues
g — (@) = vl =lal -1 = 1 si x estd cerca de a perox # a.
xX—a xX—a xX—a
Por lo que
g’(a):limM:hmlzl.
x—a X —a x—a

2. g'(a)=—1sia<0.

Pues
g0 —g@) _ |x|~la] _—x—(-a) _
X—a X—a X—a
—x+a —(x—a
= e ( ) = —1 si x estd cerca de a pero x # a.
X—a X—a
Por lo que
x)—g(x
g'(a) = lim g —g(x) = lim -1 =-1.
x—a X —a x—a
Conocemos la gréfica de g(x) = |x |:
y
g(x)=|x|
g'x)=-1 — «— g/'(x)=1

27(0) no existe

O

Ejemplo 5.2.5 Si g(x) =
§'(=3)y &'

T calcular g'(a) para a € R. Calcular también, usando lo anterior,
X

4



5.2 La derivada de una funciéon 5

Y Calculamos el cociente diferencial:

1 1

gla+h)—gla) 2+ (a+h? 2+a
h N h
2+a*)—[24 (a +h)?]
2+ (a + )2 + a?)

h
_ @2+a*)—-Q2+a*+2ah+h*)
W2+ (a+ h)?(2 4 a?) N

_24a*-2-a*—-2ah—h* —2ah — h?
R+ (@+hHQ2+a?) R[22+ (a+ AR+ a?)
B h(—2a — h) B
W24 (a +h)?2(24a2)
—2a—h
= ih#0
r@rhacray 7
Asi:
@) = lim gla+h)—gla) lm —2a—nh _ —2a
E =30 I T2+ @+ )22+ a?d)  (2+ad?
Hemos demostrado, por lo tanto, que en todo punto [a, g(a)] = (a, o 2) de la gréafica de la
a
-2
funcién g, la pendiente de la recta tangente vale g'(a) = (2_'_752)2 .
Concluimos con esto que g’(x) = m parax € R.
Usando este resultado:
Y T DT G T 121
—4 1
Q)= =— = —.
8@ =7 5

1
Esta tangente tiene pendiente g '(—3) = Esta tangente tiene pendiente g’(2) = — 5

121
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5.2.1 Laregla delos cuatro pasos

Considerando la definicién de la derivada de y = f(x) en xo:

f'(x0) = lim M = lim f o+ 1) = J(Xo) = lim Ay

X—>X0 X — Xo h—0 h Ax—0 AXx ’

se puede decir que, para obtener la derivada de f en x,, tenemos que calcular
1. f(x) obien f(xo + h) ademas de f(xo).

2. El incremento de la funcién:
Ay = f(x) — f(x0) = f(xo+h)— f(xo).

3. El cociente de incrementos o cociente diferencial:

Ay _ S0 = f00) _ fGo+h) = f(x0)

Ax X — Xo h

4. El limite del cociente diferencial:

e A @ = fo) _ o+ h) = f(x0)

Ax—0 Ax  x—xo X — Xo h—>0 h
A este proceso para calcular la derivada de una funcién algunos autores lo denominan la “regla de
los cuatro pasos".
Ejemplo 5.2.6 Utilizando la regla de los cuatro pasos, calcular la derivada de la funcién

f(x) =4x®—5x>—6x+Tenx =a.

A _
vV Utilizamos la igualdad f'(a) = Alim 2V _ lim M.

x—0 A)C x—a X —da

1. f(a) = 4a® —5a* — 6a + 7.

2.

Ay = f(x)— f(a) =
=(@4x>=5x*—6x+7) — (4a>—5a>—6a+7) =
=4(x*—-a®)—-5(*—-a?) —6(x—a).

3.

Ay _ fx)—fla) _

Ax X —a N
4P —a’) =5(x* —a®) —6(x —a)
= — =
_ 4(x —a)(x?+xa+a*) —5x—a)(x+a)—6(x—a) _

(x —a)
=4(x* +ax+a*)—5(x +a)—6parax #a.
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e A S0 - f@ _
m =lm--————————=

Ax—0 Ax  x—a X—a
= lim[4(x*> 4+ ax + a®) —5(x +a) — 6] =

=4(@*+a*+a*)—5(a+a)—
= 4(3a%) —52a) — 6 = 12a*> — 10a — 6.

A
Entonces, f'(a) = lim =) 124 —10a - 6 para cualquier a € R.
Ax—0 Ax
Ejemplo 5.2.7 Mediante la regla de los cuatro pasos, calcular f'(x) para f(x) = ~/x — L.
¥V Para calcular f'(x) enun x € D arbitrario utilizaremos la igualdad

f'(x) = im — = lim S b AC) .

Ax—0 Ax h—0 /’l

1. fx+h)=~x+h—-1.

2. Ay = f(x+h)—fx)=vVx+h—1-—+/x—1.

Ay  fx+h)—fx)  Vx+h-1-+vx-1

3 Ax h - h
LAy fx+h) = f(x)
4. lim — = lim =
Ax—>0 Ax  h—0 h
Cox+h—1-Vx—-1
= lim =
h—0 I’l
~ lm Jx+h—1—+Vx—-1 «/x+h—1—|—«/x—l
_h—>0 h «/X+I’l—1+«/)€—1

tm (Vx +h— )2—(vx—)2_
= h(Vx+h—1++V/x—=1)
_ lim xt+th-D—-(x-1) _
=0 h(/x +h—1+ V/x—1)
xX+h—1—x+1 B
hlirtl)h(«/x+h—1+«/x—1)_
h
_flgr(l)h(«/x—l—h—l—l—«/x—l)_

1
= lim
o0 Xt h—1+ Va1
1 1

«/x—1+«/x—1:2\/x—1.




8 Célculo Diferencial e Integral I

Entonces,
lim ﬂ = lim St h) = fx) = ! )
Ax—0 Ax  h—0 h 24/x —1

Por lo tanto,

1 d 1
'(x) = ———obien —vV/x —-1= ——— .
A 27x —1 dx 27x —1
y y
|
|
y = f(x) } y=f'(x)
|
|
|
|
X 1 X
1 1

Esta derivada existe para cada x > 1. Aunque 1 € Dy = [1, +00), observe que f no estd definida a
la izquierda de 1 y por lo tanto no tiene sentido calcular la derivada de f en 0, pues no tiene sentido
Ay

calcular el limite:
Ay S = f()
im — = lim )
Ax—0~ Ax  h—>0~ h

Ejercicios 5.2.1 Soluciones en la pdgina 10

1. Sea h(x) = . Usando la definicién de la derivada, calcular #/(a).

3
V3x+2

Calcular también, usando lo anterior, /#'(0) asi como 4'(8).

4
2. Utilizando la regla de los cuatro pasos, calcular la derivada de la funcién f(x) = 3y O

a. x =a.

b. x =2.
2

C. X = ——.
3

Obtener ademas:

d. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto P de abscisa 2;

2
e. La ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto Q de abscisa —3

3. Parala funcién g(x) = +/2x — 1, y mediante la regla de los cuatro pasos, determinar:

a. g'(a).

v ()
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c. g'(3).
Obtener ademas:

5
d. La ecuacion de la recta tangente a la curva y = +/2x — 1 en el punto P de abscisa X

e. La ecuacién de la recta normal a la curva y = +/2x — 1 en el punto Q de abscisa 3.
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Ejercicios 5.2.1 La derivada de una funcion, pagina 8

1
1. h'(a) :—273;
2 (3a +2)2
9
h'(0) = ———=;
(0) i
9
52426

4
2. a. f/(a) = 3a—2,

h'(8) = —

gy — L.
b. '@ =3
o f1(=3=-3

1
d. recta tangente: y = —3% + 3

10

. recta tangente: y = Ex +

t | 1 16
. recta normal.: = =-X— —.
Y=3% T
@) = s
-8 V2a—-1
1
5 .
g/(E)ZEI
1
C2'(3) = —;
g'(3) 7

Z;

. recta normal: y = —/5x + 44/5.



