CAPITULO

4

Continuidad

4.2 Tipos de discontinuidades

De una funcién que no es continua en un punto se dice que es discontinua en dicho punto.

Vamos a clasificar las discontinuidades de una funcion.

e Discontinuidad esencial: una funciéon f tiene una discontinuidad esencial en x, si no existe

lim f(x).

X—>X0

Una discontinuidad esencial puede ser de salto o infinita.

1. Discontinuidad esencial de salto: cuando existen lim f(x)y lim+ f(x), pero son difer-
X—=>X0" X—>X0

entes.

Ejemplo 4.2.1 En la siquiente grdfica, existe una discontinuidad esencial de salto en x = 3.
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Y En efecto:
Iim f(x)=4#1= lim f(x).
x—>3" x—3t

O

2. Discontinuidad esencial infinita: cuando se cumple al menos uno de los limites siguientes:

a. lim+ f(x) = +o0; C. lim+ f(x) = —o0;
X—>xg X—=>Xp
b. lim f(x) = +o0; d. lim f(x) = —oo0.
X—>xg X—=>Xp
Ejemplo 4.2.2

Cuatro ejemplos de discontinuidad esencial infinita:

v

lim f(x) =400
x—3+

i 1) = =e0

|
|
|
|
1
|
y=f(x) e y = f(x)
|
|
|
\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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y y

|
|
|
|
1
|
y=f(x) | e y = f(x)
|
|
|
\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

O

e Discontinuidades removibles o evitables: una funcién f tiene una discontinuidad removible o
evitable en xj si existe lim f(x), pero o bien no es igual a f(x¢), o bien f no estd definida en
X—>X0

X0-
En ambos casos si redefiniésemos f(xg) o definiésemos f(x¢) como el valor de lim f(x), la
X—>X0

funcion f resultaria continua en xy.
Ejemplo 4.2.3 ;Cdémo habria que definir f en x = =2y redefinir g en x = 2 para que ambas funciones
resultasen continuas en —2 y 2 respectivamente?

y
y=sx
-2
T X X
-—— -1
Aqui xlinlz fx)=-1 Aqui Xliﬁng(x) =3
f(—=2) no esta definido g(2)=4
V¥ Claramente si definimos f(—2) = —1 y redefinimos g(2) = 3, las funciones f & g resultarian
continuas en x = —2y en x = 2 respectivamente.
(|
. g 2x +6 S . . .
Ejemplo 4.2.4 Lafuncion f(x) = —; g "0 estd definida en x = —3 nien x = 3, por lo cual es discontinua
x J—
en dichos puntos.
1. ;Qué tipo de discontinuidad tiene f en xo = =37
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. ¢Qué tipo de discontinuidad tiene f en xo = 3?

. Para decidir qué tipo de discontinuidad tiene f en xo = —3, debemos investigar la existencia
de lim f(x)
x—>—3
2x+6 . 2(x + 3) i 2

1/ — 1/ — —
Jim ) = lim S = I ey T Ay 3
2 2 1

3-3 -6 3
= ling3 f(x) si existe.

Entonces la discontinuidad que tiene f en xo = —3 es removible o evitable.
1
En esta discontinuidad observamos que f(—3) no existe y que lim3 f(x) = —=. Podemos en-
x—>—
tonces remover o evitar esta discontinuidad definiendo 1 funcién f en xo = —3 como f(-3) =
1
=t

. Para decidir qué tipo de discontinuidad tiene f en xo = 3, debemos investigar la existencia de
lin13 f(x):
X—>

. . 2x+6 2
)lcl—%f(x)_)lcl—%xz—9 C x=>3x—3

Por el lado izquierdo tenemos:

x—>3 =2 x-3-20&x<3 = x-3—->0&x-3<0 =

= x—-3->0 = — —00 = lirgl_f(x):—oo.

x_

Entonces la discontinuidad que tiene f en x¢ = 3 es esencial infinita.

Por el lado derecho, tenemos también:
x—=3" =2 x-350&x>3 = x-3-0&x-3>0=>x-3->0" =

=

— 400 = lim f(x) =+4+o0.
X — x—3t
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[
x2 -5 six <=2
Ejemplo 4.2.5 Dada la funcion g(x) = |i—| si |x|<2ysix #0;
3—x six >2.
Analizar la continuidad o discontinuidad en xo = =2, xo = 0y en xo = 2. Si existe discontinuidad en alguno

de esos puntos, indicar su tipo.

V¥ Debemos indagar la existencia de lim g(x).
X—>X0

1. En xo = -2, g(x) no esté definida, por lo cual g es discontinua en xo = —2. Ademads,

lir_nz_g(x) = lin_12(x2 —5)=(=2)?-5=4—-5=—1;

X —2 -2
lim g(x — =—=-1=
A gl = lim o= = 5
= Ilim g(x)=—-1= lim g(x) = lim g(x) =—-1 = lim g(x) siexiste.
x—>—2" x——271 x—>—2 x—>—2
Luego g tiene en xo = —2 una discontinuidad removible o evitable.

2. En x; = 0 tampoco esta definida g(x) por lo que g es discontinua en x; = 0. Ademds

_ X X
x>0 =2 x<0= |x|=—x > —=—=—1;
x| —x
i X X
x—=>0" = x>0=|x|=x=> —=—=1;
x| x
lim g(x) = lim —— = lim —1 = —1
= — =Ilim—-1=-1;
xLI?_g * xig)l_ | | x—0 ’
X
Iim g(x) = lim — =1lim1 =1;
x—01 x—01 |)C| x—0

lim g(x) # lim g(x) = lim g(x) no existe.
x—>0" x—0t+ x—0

Entonces, g tiene en x; = 0 una discontinuidad esencial de salto.

3. Enx =2
X 2 2
1 =lim - —=—=-=1;
D= N T T 2
hm g(x)—llm(3—x)—3 2=1;

lim g(x) =1= lim g(x) = limg(x)=1.
x—>2~ x—2+ x—>2

Pero, notando que g(x) = 3 — x para x > 2, podemos afirmar que g(2) =3 -2 = 1.
Entonces

lingg(x) =1=g(2) = gescontinuaenxy,=2.

X—>
Por lo tanto no hay discontinuidad en xo = 2.

Esta es la gréfica de g:
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\ B 2 \x

Ejercicios 4.2.1 Soluciones en la pdgina 10

1. Bosqueje la grafica de una funcién f que cumpla las siguientes condiciones:

a. lim f(x)=2; d. ling f(x) = 4o0; g. lim+ f(x) = —oc;
X—>—00 X—>—2" xX—>—2
b. lim f(x) = +o0; e lim f(x)=+oo; h lim f(x) = -2

f. f(x) tiene discontinuidad
¢ f()=0 removibleen x = 1;

2. Considere la grafica de la funcién f dada en la figura

De la grafica determine los siguientes limites:
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a. lim f(x); d. lin12 f(x); f. lim+ f(x);
X —>—00 x—>—2" x—>—2

b. linsn_ f(x);

« )lci—>Inl f(X)’ < xlif?'*' f(X)’ & xl—i}}—loo f(X)

Clasifique las discontinuidades.

3. La funcién f tiene la gréfica siguiente:

a. De la grafica obtener

i. lir_nz_ f(x); V. linl1_ f(x); ix. lim f(x);
--. 1/ . .. 1/ ; . i .
. M, SO v IS X B 0
iii. 1ir(r)1_ f(x); Vii. lirg_ S(x);
iv. lim f(x); viii. lim f(x);

x—0+ x—3+

b. Del inciso anterior clasifique las discontinuidades de la funcién y escriba las ecuaciones
de las asintotas verticales y horizontales.

4. Dada la funcién
2x —3 six <1;

) six =1;

X) =

& x2—-2 sil<x<2;
3 si2 < x.

Analizar los tipos de discontinuidades en x = 1 yen x = 2.

5. Trace la grafica de una funcién f que tenga una discontinuidad removible en x = -2 y que
ademas satisfaga las condiciones siguientes:
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a. f(0) =3; d. xlin;_ f(x) =2; f. xl—igzloo f(x) = 0;
b. f(4) =0;
c. f(6)=0; €. xlin; f(x) = +o0; g. xl_i)rfoo f(x) =2.

6. A partir de la gréfica de f, determine:

a. Los puntos de discontinuidad y su clasificacion.

b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y las ecuaciones de las asintotas horizontales.

y=f)

7. Bosqueje una posible grafica de una funcién f que cumpla con las siguientes condiciones:

a. f(x)=1sid<x<6; d. lim+f()€)=—ooy lirgl_f(x):—oo;
x—0 x—

b. lm f(x)=0y lim f(x)=0;

c f(=2)=0; e. )lci_>rrgf(x) = 1.

Sefiale los puntos de discontinuidad esencial.

8. Si f(x) = , ¢qué tipo de discontinuidad hay en x = 07?; jesencial?; ;removible?

X
Jx+1-1

Justifique su respuesta.

9. Sea (—00,4) — {—4} el dominio de una funcién f. Trace una posible gréfica esa funcién que
cumpla con las condiciones siguientes:

a. Los puntos (—3,2), (=5,0), (1,0) & (3, 0) estan en su gréfica.
b. lim f(x) =2, lim1 f(x) =3.

C. linl f(x) = —o0, lim+ f(x) = 4o0.
X—>—4~ x——4

d. lin13_ f(x) =3, lim+ fx)=1, lir?_ f(x) = -2
X—>— x—>—3 xX—>

A partir de la gréfica, determine y clasifique los puntos de discontinuidad de la funcién f.
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10. A partir de la gréfica de la funcién g que observamos a continuacion

2 1
****** T2 y=2g(x)
I
I
I
I
I
I
determine:
a. lim g(x); c. lim g(x); e. lim g(x);
x—>—2" x—>—2 X—>—00
b. lim g(x); i ; f. I .
x—>—2%F g( ) d )1c1—>Inl g(x), x—1>I-ililoo g(x)
Puntos de discontinuidad y su clasificacién.
Ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
11. Sea la funcién 5
x“+x—12
X) = —F—F7—.
A x2+2x -8
Encontrar y clasificar las discontinuidades. Determinar las asintotas verticales y horizontales.
x? 4 5x
12. Dada f(x) = ————, obtener:
AQ x244x -5

a. Puntos de discontinuidad y su clasificacién
b. Asintotas verticales y horizontales.

c. Esbozo de la grafica.

13. Dibujar la grafica posible de funcién f que cumpla las condiciones siguientes:

a. lin_12 f(x) = +o0; d. lim f(x) =2
b. )lcl_)ms f(x) = —o0; e. liIE f(x) = -2.

c. f(x) tiene una discontinuidad removible
enx = 0;
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Ejercicios 4.2.1 Tipos de discontinuidades, pigina 6

10

1.
y

| |
| |

/} } y = f(x)
| |
\ - | X

) 1 ?K
|

b 2,,,%,,,,

|
| |
| |
| |

lim f(x) = f(1) =2
Jlm f(x) = 400
Iim f(x) = —oc;
x—571

dos discontinuidades esenciales (infinitas) en:

x=-2yenx =25
xEr_r;Jr f(x) = —o0;
i1,

3. a.

Iim f(x)=2, Ilim f(x)=1;
x—>—2" x—>—27F

Iim f(x) =00, lim f(x)=o00;
x—>0" x—0t

lim f(x)=-3, Ilim f(x)=3;
x—>1" x—>1t

lim f(x) =—o0; lim f(x)=2;
x—>3~ x—>3t

lim f(x) =—-00; lim f(x)=4;
X—>—00 X—>+00

b. En x = =2 yen x = 1 hay discontinuidad

de salto, esencial;
en x = 0 hay una discontinuidad infinita;

en x = 3 hay una discontinuidad esencial,

infinita;
y = 4 es asintota horizontal;
x = 0 es asintota vertical;

x = 3 es asintota vertical.
4. En x = 1 la funcién g(x) tiene una discon-
tinuidad removible;

en x = 2 la funciéon g(x) tiene una discon-
tinuidad esencial, de salto.

o]

6. a. f(x) tiene discontinuidad removible
enx = —4;
f(x) es discontinua en x = 2
(discontinuidad infinita);
b. x = 2 esla Uinica asintota vertical;

y = 0 la tinica asintota horizontal.

AN S S

—4 1/ 4

En x = 0 hay una discontinuidad infinita (esen-
cial).

. Si definimos f(0) = 2, f resultaria continua en
0, por lo que la discontinuidad es removible.
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11

10.

11.

f tiene discontinuidades en:
X = —4, que es infinita;
x = =3, que es esencial;
x =1, que es removible.

Iim g(x) = +o0; Iim g(x) = —o0;
X—>=2" x—>—2%

lim g(x) no existe ;
x—>—2

lim g(x) = 2; Iim g(x)=-2;
x—>1 X—>—00

lim g(x) =2;
X—>00

discontinuidades esenciales en x = —2 & x =
3;

discontinuidad removible en x = 1;
asintotas verticales: las rectas x = —2 & x = 3;

asintotas horizontales: las rectas y = -2 &

y =2,
f esdiscontinuaenx = —4yenx = 2;

f tiene en x = —4 una discontinuidad removi-

ble;
f tiene en x = 2 una discontinuidad esencial;
x = 2 es una asintota vertical de f y es la tinica;

y = 1 es una asintota horizontal y es la tnica.

12.

13.

a. Dy = R —{-5,1},donde f es continua;
la discontinuidad en x = —5 es removible;
la discontinuidad en x = 1 es esencial in-
finita;

b. x = 1 es asintota vertical;

y = 1 es asintota horizontal.

11



