CAPITULO

4

Continuidad

4.3 Continuidad en intervalos

e Una funcién es continua en un conjunto si es continua en cada punto del conjunto. Entonces,
una funcién es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en cada x € (a, b).

e Una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en el intervalo abierto
(a,b), si en a es continua por la derecha y si en b es continua por la izquierda, o sea que

lim f(x) = f(@)y que lim f(x) = £(b).

¢ Definiciones andlogas se dan para la continuidad de funciones en intervalos de la forma [a, +00)
asi como (—o0, b].

Resultados muy importantes son los siguientes:
e Una funcién polinomial es continua en todo R.
e Una funcién racional es continua en todo su dominio.

e La composiciéon de funciones continuas es continua.
Ejemplo 4.3.1 Obtener los intervalos de continuidad de las siguientes funciones:
1. f(x) =x10—x6 4 x2—-1.

2x
x2+1

2. g(x) =

lcanek.azc.uam.mx: 22/ 5/ 2008
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2

X

. h(x) = 2T

. B(x) = /3x —4.

o y(x) = v —x3.

by = A
x> —4x

. Por ser una funcién polinomial, f es continua en toda la recta real R.
. Por ser una funcién racional, g es continua en todo su dominio que es Dg = R.

. Por ser una funcién racional, & es continua en todo su dominio, que es
Dp={xeR|xX>-1#£0}={xeR|[xX*#1} =R —{-1,1}.
Es decir, & es continua en los intervalos

(—o0,—-1), (=L, 1) y (1,400) .

. Si consideramos que B1(y) = 3/y & B2(x) = 3x — 4, podemos afirmar que (B; o B2)(x) = B(x).

Y debido a que B; & B, son funciones continuas en todo R, entonces B (por ser una composi-
cion de funciones continuas) es continua en todo R.

. El dominio de y(x) = vV—x3 es
Dy={xeR|-x*>20}={xeR|xX¥’<0}={xeR|[x<0}.

La funcién y es continua en D, = (—o00,0]. Puede considerarse como una composiciéon de
funciones continuas: —x> compuesta con /x.

xX+35
x3 —4x
Ds={xeR|x+5>0&x>—4x#£0} =
={xeR|x>-5&x(x+2)(x—-2)#0} =
=[-5400) —{x e R |x(x+2)(x—-2)=0} =
= [-5,4+00) —{—2,0,2} .

. El dominio de la funcién §(x) =

es

La funcidén § es continua en los intervalos

[_5’ _2)v (_2v0)v (0,2) y (2,+OO) .
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. > x2—x—6
Ejemplo 4.3.2 Dada la funcién f(x) = =

, obtener:
1. Dominio, raices e intervalos de continuidad.

2. Discontinuidades y su clasificacion.

3. Asintotas verticales y horizontales.

4. Un bosquejo de la grdfica.

1. Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio. Este es:
Df=R—-{xeR|x*’-4=0} =R —{xeR|[x*=4} =R —{-2,2}.
Es decir, f es continua en los intervalos

(—=00,-2), (-2,2) y (2,400) .

Raices:
x+2)(x—3
f(x)=0 & ( +2)( 2 ) =04 x+2=00bienx—-3=0 &
x f—
& x =—2obienx =3.
Pero debido a que x = —2 ¢ D, entonces x = —2 no puede ser raiz. Por lo tanto f tiene s6lo

una raiz que es x = 3.

2. La funcién f es discontinua en x; = -2y enx, = 2.

Para clasificar estan discontinuidades debemos indagar la existencia de los limites: lim2 f(x) & ling f(x)
x—>— x—

a. Enx; = -2
x2—x—6 x+2)(x—-3
lim f(x)zlimizl’m( +2( ):
x—>—2 x—>—2 x2—-4 x—>=2(x —=2)(x + 2)
i XT3 _72-3_ 5 _5
= m = = — = —
im—2x—2 —2-2 —4 4
5
= Ilim f(x) =- = Ilim f(x) siexiste.
x——2 4 x——2
Entonces f tiene en x; = —2 una discontinuidad removible o evitable.
(Como remover o evitar la discontinuidad en x; = —2?

5
Obtenemos que —2 ¢ D y que 111’1;12 f(x) = 7 Concluimos que la curva y = f(x) tiene
. . 5 . 5
una interrupcién en el punto | —2, 1) Es decir, el punto | —2, 1) ™ pertenece a la curva.

La discontinuidad se remueve o se evita definiendo f(-2) = 7
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b. Enx, =2
. o x2—=x—-6 _ x-3
S = e T Ty
Como ling(x—2):2—2:0&ling(x—?:):2—3:—l,podemosasegurarque

_ /" _1 7
lim f(x) = lim X =3 = (—) = 400,

x—2— x—>2—x —2 (e

x =3 “ —1 ”
li = 1i = (— ) =-—00.
et AQ oot x =2 <0+)

Por lo tanto, ling f(x) no existe.
X—>

Luego, f tiene en x, = 2 una discontinuidad esencial infinita.

3. Podemos asegurar entonces que la recta x = 2 es una asintota vertical y ademas es la tinica.

Para hallar las asintotas horizontales calculamos:

A 0= e = 3
2 (1= —
)C2
I 6
g x w1
s

Entonces, f tiene s6lo una asintota horizontal que es la recta y = 1.

4. Un bosquejo de la gréfica de f es

|
|
IR ARAC)
|
3 |
- Nl B
1 ./_ X
-2 2 /3
|
|
|
|
|
|
]
Ejemplo 4.3.3 Dada la funcién
x?2—=2x+1
foy="""T0

x_
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1.

2.

3.

Obtenga su dominio y sus raices.
Determinar los intervalos de continuidad y clasificar sus discontinuidades.
Dé las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

En base a la informacién obtenida en los incisos anteriores haga un bosquejo de la grdfica de f.

. Dominio: Dy = R —{x € R | x®> —x = 0}.

X—x=xx*-D=x(x-Dx+1) =0 x=0,x ==+1,

entonces
Dy =R —{0, £1}.

Las raices deberian ser los puntos donde
x?—2x+1=0,

sin embargo x? —2x + 1 = (x — 1)? es cero solamente si x = 1, pero 1 ¢ Dy.

Entonces, la funcién f(x) no tiene raices.

. La funcién f(x) es continua en todo su dominio.

En x = 0 tiene una discontinuidad infinita pues

lm £(x) = I x2—2x+1 . (x—1)2 . x—1 -
im f(x)= lim ——— = lim = lim —— = F.
x—0% x—0t X3 —x x>0t x(x —D(x+1)  xso0tx(x+1)
Asi x = 0 es una asintota vertical.
En x = —1 también tiene una discontinuidad infinita, pues
(x —1)2 x—1 .
lim x) = lim = lim —— = Fo0; eigualmente
1% /(x) xo—1z xX(x —D(x+1) x5z x(x+1) 8

x = —1 también es una asintota vertical,;

pero en x = 1 la discontinuidad es removible pues

1/ - 1/ = 1/ _— =
x1—>rnl S x) x1—>rnl x(x—1)(x+1) x1—>rnl x(x +1)

(x —1)2 x—1 0
2

Obsérvese que la funcién f podria ser continua en x = 1, al definir f(1) = 0.

3. En el inciso anterior vimos que x = 0 y que x = —1 son asintotas verticales.
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Para hallar las asintotas horizontales calculamos

3 1 2 n 1
. . x2—2x +1 ) X x  x2  x3
lim f(x)= lm ————— = lim =

x—+o0 x—+oo X —X x—+too 3< 1)

x31—-—

x2

1 2 n 1
~ lim X 2 x3 :0—0+0:9:0.
x—+too 1 1 1—-0 1
_x_z

Entonces y = 0 es asintota horizontal.

4. El bosquejo de la grafica de la funcién f es:

y=sf(x)

Ejemplo 4.3.4 Determinar los valores de las constantes a, b € R para que la funcién h definida por
2x +1 six & [-2,2];
h(x) =14 ", .
ax®*+bx six € [-2,2],
sea continua en todos los reales.

¥ La funcién A (x) es continua en todos los reales excepto posiblemente en x = -2 & x = 2.
Para que la funcién sea continua en x = —2 se debe cumplir que:

lim_h(x) = h(=2),

por lo que
lim h(x)= lim h(x) =
X—>—2- x—>—271
= ling 2x+1) = lirn+(ax2 +bx) =
X—>—2" x—>—2

= —4+4+1=14a—-2b;
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o sea,

4a —2b = -3;

y para que sea continua en x = 2 se debe cumplir que:
lingh(x) = h(2),

por lo que

lim A(x) = lim h(x) =
x—>2" x—>2+
= lilrgl_(a)c2 +bx) = lim 2x+1) =
xX—> x—>2

= 4a+2b=4+1,

o sea,

4a +2b=5.

Asi para que /(x) tenga limite en x = —2 y en x = 2 se deben cumplir las condiciones

4a —2b = -3;
4a +2b = 5.

Este es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Sumando las ecuaciones obten-
emos:

1
8a=2 = a=-.
¢ 4

Sustituyendo este valor en la primera ecuacién, tenemos
1
4(1)—2b=1—2b:—3 =>2b=14+3=4 = b=2.

Con estos valores de a, b la funcién que resulta es

2x + 1 six < —2;

1
h(x) = Z)c2—|-2)c six € [-2,2];

2x + 1 six > 2,

cuya gréfica es
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Por la forma en que ha sido construida la grafica se cumple que:

lingzh(x) =-3& lingh(x) =5.

Ademais

h(=2) = %(—2)2 +2(-2)=1-4=-3& xlirgzh(x) = h(-2) = h(x)escontinuaenx = —2;

h(2) = %(2)2 +2Q2)=144=5& lingh(x) = h(2) = h(x)escontinuaenx =2.

Ejemplo 4.3.5 A partir de la grdfica de una funcién

/
y

I
| v =/
I
I

1 [
3 y S—

obtener lo que se solicita a continuacion:

1. Los intervalos de continuidad de la funcién f.
2. Las ecuaciones de las asintotas de f.

3. Los limites siguientes:
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a. 11213_ f(x); d. lz’m f(x); g lim f(x).
b. x_l)zné+ f(x); e. xl_z)m+ f(x);
C. lzm0 f(x); f. 11711 f(x);
v
1. La funcién f es continua en: (—oo, —3), [-3,0), (0,4) y en [4, 00).
2. La asintota vertical es x = —3 y la horizontal es y = —1.
3. a. 111_113_ f(x) = d. lim f(x)=2; g. lim f(x) =
b. Iim f(x)=2; e. hm f(x)=0;
x—>=3% x—47+
C. hn})f(x):l; £ lim f(x)=-
[
32
Ejemplo 4.3.6 Para la curva y = f(x) = oY obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de con-

tinuidad, discontinuidades y su clasificacion; asintotas verticales y horizontales.

Y Dominio: Dy = {x € R [x2—4#0} ={xe R |[(x+2)(x—2) #0} = R —{£2}.

Raiz: x = 0 cuando —3x? = 0.

—3(—x)? —3x?

(—x2)—4  x2—4

Como es una funcién racional es continua en todo su dominio y discontinua en x = £2 donde tiene
discontinuidades infinitas ya que:

Es par, pues

lm fG) = lim — % —Foog& lim 3 e
1rn X) = .
x—2F x—2% ()C + 2)(X - 2) x—>—2* ()C + 2)()C — 2)

Comprobamos por esto que x = +2 son asintotas verticales y como

-3 -3
x1—1>I}:100 f(X) xl—i}}:loo 4 - T - _3’
1] — —
)C2

tenemos que y = —3 es asintota horizontal.

Funciones continuas en intervalos cerrados

Las funciones continuas en intervalos cerrados tienen algunas propiedades importantes las cuales
iremos viendo paulatinamente.
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e Teorema del Valor Intermedio. Sea f una funcién continua en cierto intervalo / y sean a, b

nameros en /. Si yo es un ntimero que estd entre f(a) & f(b) entonces existe al menos un x,
entre a & b tal que f(x¢) = yo.

Ejemplo 4.3.7 Usar el teorema del Valor Intermedio para probar que la curva y = x> + x* —x + 1 se
interseca con la recta y = 6 en el intervalo [1,2].

Y La funcién polinomial f(x) = x*> + x> — x 4+ 1 es continua en todo R, por lo tanto es
continua en el intervalo [1,2]. Ademas,

fH)=1¥+12-1+1=2 ytambién f(2)=2>+22-2+1=11.

Como yp = 6 estd entre 2 = f(1) & 11 = f(2), entonces, por el teorema del Valor Intermedio,
existe al menos un x¢ € (1,2) tal que f(xp) = 6. Como esto sucede, las curvas y = x> + x? —
x + 1 & y = 6 se intersecan.

N=f@ |-—--——-
|
= f(x) |
|
|
} y=6
6 = f(xo) ;
|
| |
| |
‘ ‘
| |
L
|
2= /() o | |
|
C
| L x
1 X0 2

Nota: al intersecarse las curvas y = x> + x> —x + 1 & y = 6 sucede que
WHxP—x4+1=6 X*+x2—x+1-6=0 x*+x*—x—-5=0.

Igualdad que se cumple cuando x es solucién de la ecuacién x* + x* —x — 5 = 0 o bien cuando
x es raiz de la funcién g(x) = x3 + x2 —x — 5.

O

e El teorema de Valor Intermedio garantiza la existencia de ceros o raices de funciones continuas:

Si f escontinua en [a,b] & f(a) x f(b) <0, es decir, si f(a) & f(b) tienen signos diferentes [0
estd entonces entre f(a)y f(b)], existe unaraiz c € (a,b) de f,estoes, f(c) =0.
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Ejemplo 4.3.8 Mostrar que la ecuacién 2x>+ x*—x—9 = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo
1,2].

Y La funcién polinomial g(x) = 2x®> + x> — x — 9 es continua en todo R y por lo tanto es
continua en el intervalo [1, 2].

g(H)=21P°+1°-1-9=-7 & g20)=202)*+2>-2-9=9.

Como g(1) = =7 < 0y como g(2) = 9 > 0, entonces yo = 0 estd entre g(1) & g(2). Por lo tanto
por el teorema del Valor Intermedio existe al menos un x € (1, 2) tal que g(x¢) = 0. Entonces,
en el intervalo (1, 2) existe al menos una solucién de la ecuacién: 2x3 4+ x2 — x — 9 = 0.

e También, por el teorema del Valor Intermedio, si una funcién continua en un intervalo cerrado
no tiene raices en él, entonces f(x) > 0 para toda x en el intervalo obien f(x) < 0 para toda
x en el intervalo.

Ejemplo 4.3.9 Aplicacion del teorema del Valor Intermedio a la funcién f(x) = ax* + bx + c.

Y La funcién cuadrética f(x) = ax? + bx + ¢ es continua en R.

Si b? — 4ac < 0, la funcién no tiene raices en R, luego f(x) > 0 obien f(x) < 0 en R, como
habiamos adelantado ya.

Basta evaluar la cuadréticas en un punto, para conocer su signo en todos los reales. Por ejemplo
enx = 0.

1. f(0) =c¢ > 0, entonces f(x) > Oparax € R.

11
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2. f(0) =c <0, entonces f(x) <Oparax € R.

O

e Asimismo entre dos raices consecutivas de una funcién polinomial la funcién es positiva siem-
pre o bien es negativa siempre.

¢ Igualmente, una funcién polinomial de grado impar tiene al menos una raiz real.

En efecto:

—1 -2
f(x) =aox" +a1x" +axx"" "+ -+ apx +a, =
an—1 ap
xn—1 xn :

a a
=2 (ap+ L+ Dt
X X

Cuando x — 400 o bien x — —o0, el segundo factor tiende a ao # 0.

Tenemos que:

1. lir}rn f(x) tiene el mismo signo que ay, luego hay puntos donde f(x) tiene el mismo

signo que ag.

2. Porotrolado, lim f(x) tiene el signo contrario al de ay, luego también hay puntos donde
X—>—00
f(x) tiene el signo contrario al de ay.

Por lo que entre ambos tipos de puntos por lo menos hay una raiz real.

Ejemplo 4.3.10 Demostrar que la ecuacién 3x> — 4x? + 5x — 6 = 0 tiene al menos una solucion real.

Y La funcién polinomial g(x) = 3x> — 4x? + 5x — 6 es continua en toda la recta real.
Y considerando que

4 5 6
gx) =3x" —4x> +5x -6 =1x" (3_X_3+x_4_x_5);

4 5 6
lim x° = —c0 & lim (3——3+———):3>0;
X

xX——00 xX——00 x4 x3

4 5 6
lim x° = +o00& lim (3——+———)=3>0.

X—>+00 xX—>-+00
Podemos afirmar lo que sigue:

4 5 6
1. lim g()C): lim |iX5 (3——3+—4——5):| = —0Q.
X—>—00 X—>—00 X X X

2. 1/ = 1/ 5 3 - — - — .
[ PR S Y
Existe entonces un namero b > 0 tal que g(b) > 0.

12
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3. Como g(a) < 0y como g(b) > 0, entonces yo = 0 estd entre g(a) & g(b). Por lo tanto, por el
teorema del Valor Intermedio, existe al menos un a < xo < b tal que g(xo) = 0.

Entonces, existe al menos una solucién real de la ecuacién 3x° — 4x2? + 5x — 6 = 0.

Este mismo resultado también se puede obtener directamente observando que:
g0)=—-06<0&g(2)=84>0;

luego, 3x° — 4x? + 5x — 6 = 0 tiene al menos una solucion xq entre 0y 2.

84

y=g(x)

O

Ejemplo 4.3.11 Verifique que la ecuacién x> + x — 1 = 0 tiene una raiz entre 0 y 1. Proporcione un intervalo
de longitud 1/4 que contenga dicha raiz.

Y La funcién f(x) = x> + x — 1 es continua en R y en particular en [0, 1].
Se tiene que f(0) = —1 <0y que f(1) = 1> 0, por lo que en el intervalo (0, 1) la funcién f tiene al
menos una raiz, segin el teorema del Valor Intermedio.

Ademais 3
1 1 1 1 1 3
) =(= cl=-+-—-1=-2<0.
f(z) (2) 3 37 2 g =

1
Por lo que f(x) tiene una raiz en el intervalo (5, 1) .

3 3\° 3 27 3 11
)=(= T 1= 4 1=—>0.
f<4) (4) 3 64 3 64~

1 1
Por lo tanto f(x) tiene una raiz ¢ en el intervalo (5, Z) que es de longitud X

Por otro lado

13
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Ejemplo 4.3.12 Sea f :[-3,3] — R la funcion definida por
f(x) =48 — 98x — 343x? + 287x> — 343x* 4+ 287x> — 391x°® + 385x” .

Evaliie f(=2), f(=1), £(0), f(1), f(2).

¢ Cudntas raices reales tiene al menos el polinomio f(x) en el intervalo -3, 3]?

¥ Evaluando tenemos que

1. f(=2) = —92400; 4. £(1) = —168;
2. f(=1) = —1890;
3. f(0) = 48; 5. f(2) = 28728.

Ya que f es una funcién continua en todo R, por ser polinomial, entonces f es continua en el
intervalo [-3, 3].

Porser f(-2) <0, f(=1) <0, f(0) >0, f(1) <0& f(2) > 0, segtin el teorema del Valor Intermedio,
la funcién f tiene al menos una raiz en los intervalos (—1,0), (0,1) & (1,2).

Luego la funcién f tiene al menos 3 raices reales en el intervalo [—3, 3].

e Teorema de los Valores Extremos. Si f : [a,b] — R es una funcion continua, entonces:
Existen c & d € [a, b] tales que f(c) < f(x) < f(d) parax € [a,D].

e Por el teorema de los Valores Extremos y el teorema del Valor Intermedio, tenemos que el
rango de una funcién continua definida en un intervalo cerrado es otro intervalo cerrado, a

saber, [ f(c), f(d)].

y

Maximo valor de f(x)

y=fx) fld)

<« f(x) e[f(e), f(d)]

Minimo valor de f(x)

Ejercicios 4.3.1 Soluciones en la pdgina ??

14
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10.

11.

. Sea f(x) = x> —5x% + 7x — 9; demuestre que hay, al menos, un nimero a entre 0 & 10 tal que

f(a) = 500.

. El costo de fabricacion de ¢ automéviles eléctricos, en miles de pesos, es de

C(q) = 5¢° + 13¢° + 14;
mientras que el ingreso, también en miles de pesos, es de

I(q) = q*—5q.

Demostrar que existe un valor entre 2 & 10, de la variable ¢, donde la fabrica ni gana ni pierde.

. Sea f:[1,3] — R la funcién definida por f(x) = x> —2x? — 10x . ;Existe un punto a € [1, 3] tal

que f(a) = —157? Justifique su respuesta.

. La temperatura T (en °C) a la que el agua hierve estd dada por la férmula

T(h) = 100.862 — 0.0415+v/h + 431.03,

donde # es la altura sobre el nivel del mar (medida en metros).

Use el teorema del Valor Intermedio y diga si entre los 4000 y 4 500 metros sobre el nivel del
mar hay una altitud a la cual hierve a 98°C. Justifique su respuesta.

. Verifique que la ecuacién x* + x — 1 = 0 tiene una raiz entre 0 & 1. Dé un intervalo de longitud

7 que contenga a dicha raiz.

. Determinar un intervalo de longitud 0.5 que contenga a una raiz de la ecuacién x>+ 2x+4 = 0.

Dada la funcién

x2 42 si—2<x<0;
fx) = ) .
—(x*+2) si0<x<2.

a. Calcular f(-2) & f(2).
b. ¢Existe ¢ € (—2,2) tal que f(c) = 0?

. Sea el polinomio p(x) = x* — 4x 4+ 2. Aproxime en el intervalo [1, 2] una raiz del polinomio

1
Con error menor que T

. Sea f : R — R una funcién continua tal que f(—10) = —4, f(-3) =2, f(1) =0, f(2) =8y

que f(4) = —5.
Determine el nimero de raices que, al menos, tiene la funcién f y en qué intervalos se encuen-
tran.

Verifique que la ecuacién x* — 4x — 2 = 0 tiene una raiz real en el intervalo [2, 3] y determine
un intervalo de longitud 1/4 que contenga a dicha raiz.

Determine un intervalo de longitud 1/4 en el que la ecuacién x* — 3x + 1 = 0 tenga una raiz.

15
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)C6 4
12. Considere la funciéon f:R — R definida por f(x) = 3 + T x? — 1. Pruebe que esa funcion
tiene al menos una raiz positiva y otra negativa.
13. Encuentre un intervalo en donde la funcién i (x) = —2x°> — 7x + 1 tiene una raiz.
14. Un polinomio pasa por los puntos (-5, 10), (2,3) y (17,—1).
(Cuantas raices tiene como minimo? Justifique su respuesta.
15. Muestre que la funcién z(x) = x> 4+ x — 5 tiene al menos una raiz en los nimeros reales.
16. Halle un intervalo de longitud no mayor que 0.1 donde se encuentre una raiz del polinomio:
p(x) = —x* 4+ 16x3 — 60x2 + 1.
17. Dada la funciéon f(x) = x° 4+ x — 1, verifique que existe un ntimero ¢ tal que f(c) = 0. Es decir,
justifique que la funcién tiene una raiz.
18. Dada la funcién f(x) = —x?+4x+ 2, obtener un intervalo en donde la funcién tenga al menos
una raiz. Justifique su respuesta.
19. Considere la funcion
x—=2 ix 42 24
———— six X ;
gx) =4 x2—-6x+38 y
1 six =2;
determinar:
a. Dominio y raices.
b. Intervalos de continuidad y clasificacién de discontinuidades.
c. Ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.
d. Bosquejo gréfico.
20. Considere la funcién:
2x — ix £2
—— six ;
glx) =4 2—x
3 six =2;
determine:
a. Dominio y raices.
b. Intervalos de continuidad y clasificacién de sus discontinuidades.
c. Ecuaciones de sus asintotas verticales y horizontales.
d. Bosquejo gréfico.
3x2—12
21. Parala funcién f(x) = —— , determine:
x24+x-2

16

a. Los puntos de discontinuidad y su clasificacion.

b. Los intervalos de continuidad.



4.3 Continuidad en intervalos 17

c. Las asintotas verticales y horizontales.

d. Por dltimo esboce su grafica.

2x2 + 1
x2—4

22. Considere la funcién g(x) =

a. Obtener las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de esta funcién g.

b. Encontrar el dominio, las raices y los intervalos de continuidad de la funcién.

c. Bosquejar su grafica.

2
x“—=5x+4
23. Seala funcién f(x) = —/————.
A X2 +x—2
a. Determinar dominio y raices.
b. Hallar intervalos de continuidad y clasificar las discontinuidades.
c. Encontrar las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
d. En base a lo anterior, hacer el esbozo gréfico de f.
x*4+x—12

x2 —8x + 15 ‘ .
asintotas e intervalos de continuidad. Bosqueje su gréfica.

24. Sea la funcién g(x) = Encuentre: raices, discontinuidades y su clasificacién,

2
x“+3x—4
25. Considere la funcién f(x) = ——————.
AR x2+7x + 12
a. Proporcione dominio, raices e intervalos de continuidad.
b. Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
c. Haga un esbozo gréfico de la funcién f.
. y x2+x-2
26. Considere la funcién f(x) = —2 1
x f—
a. Proporcione dominio, raices e intervalos de continuidad de la funcién f.
b. Obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales de la funcién f.

c. Dibuje la grafica y halle el rango de la funcién f.

6x3 +3x2 —3x
27. S = , hallar:
ea f(x) 2x3 4 3x%2 —2x arat

a. Dominio y raices.

b. Intervalos de continuidad, clasificando las discontinuidades.
c. Ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

d. Esbozo grafico de f.

x2—2x -3

28. Considere la funcién f(x) =
9 —x2

17



18 Célculo Diferencial e Integral I

a. Proporcione dominio, raices e intervalos de continuidad de la funcién f.
b. Obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales de la funcién f.
c. Dibuje la gréfica y halle la imagen de la funcién f.
29. Considere la funciéon i(x) = 2;22%21; .
a. Obtener el dominio, raices e intervalos de continuidad.
b. Hallar las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

c. Bosquejar la gréfica de la funcién .

30. De la funcion f(x) = w, encontrar:
x*—=T7x + 10
a. Dominio, raices, puntos de discontinuidad y su clasificacion.
b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.
c. El bosquejo de su gréfica.

y x2—x—6
31. De la funciéon f(x) = ————, encontrar:
x2 +3x +2
a. Dominio, raices, puntos de discontinuidad y su clasificacion.
b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

c. El bosquejo de su gréfica.

x2+4x+3
32. Para la funciéon f(x) = 2+—+2, determinar:
x2—x—

a. Dominio, raices e intervalos de continuidad.
b. Discontinuidades y su clasificacion.
c. Asintotas verticales y horizontales.
d. Un esbozo de la gréfica.
x? —
x3

33. Para la funciéon f(x) = determine:

a. Dominio, raices y paridad.
b. Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.
c. Discontinuidades y su clasificacion.

d. Esbozo grafico y rango.

5 x?—x—2 .
34. Parala funcion f(x) = —;———, determine:
x? —2x

a. Los puntos de discontinuidad y su clasificacion.

b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

18



4.3 Continuidad en intervalos 19

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

c. Un esbozo de la gréfica.

2x* +x -3
Dada f(x) = P ir_2
a. Determinar su dominio y sus raices.
b. Clasifique sus puntos de discontinuidad.
c. Encuentre las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.
d. Haga un bosquejo de su grafica.

)C2

—1
Para la funciéon f(x) = ——, obtener:
4 — x2

a. Dominio y puntos de interseccién con el eje x.

b. Intervalos de continuidad.

c. Ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

d. Bosquejo gréfico.

3x3 —3x

x4 437

Encontrar el dominio y las raices, clasificar sus discontinuidades, encontrar sus asintotas verti-
cales y horizontales y hacer un bosquejo de la grafica.

Sea la funcion f(x) =

x24+x—6

———, determine:
x24+4x+3

Para la funciéon f(x) =

a. Dominio y raices.

b. Intervalos de continuidad. Puntos de discontinuidad y su clasificacién.
c. Asintotas verticales y horizontales.

d. Esbozo grafico y rango.

2x2 +2x — 4

3 , determine:
x J—

Para la funciéon f(x) =

a. Dominio y raices.
b. Puntos de discontinuidad y su clasificacién.

c. Asintotas verticales y horizontales.
d. Esbozo grafico de f.

2x% 4 6x
x2+5x 46
Dominio y raices; intervalos de continuidad y tipo de discontinuidades; asintotas verticales y
horizontales; dibujar la grafica.

Para la funciéon f(x) = , determinar:

1
Para la funcion f(x) = — + —;, determine:
X X

19



20 Célculo Diferencial e Integral I
a. Dominio, raices y paridad.
b. Clasificacion de discontinuidades.
c. Ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.
d. Esbozo gréfico y rango de f.
_ x* +2x—38 . . . o
42. Parala funcion f(x) = ——————, determinar: dominio y raices; intervalos de continuidad y
x f—
tipo de discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; su grafica.
_ x3 4+ 3x? . e .
43. Sea la funcion f(x) = ———. Encontrar el dominio y las raices; clasificar sus discon-
x f—
tinuidades, encontrar sus asintotas verticales y horizontales; ademds hacer un bosquejo de
la grafica.
4x* —8x
44. Para la funcién f(x) = —; I realice lo siguiente:
x f—
a. Determine su dominio y raices.
b. Mencione sus tipos de discontinuidad.
c. Encuentre las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
d. Haga un esbozo de la grafica de f.
)C2
45. Parala curva y = 1 obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad, dis-
x f—
continuidades y su clasificacion; asintotas verticales y horizontales.
_ 2x*+7x +6
46. Dada la funcién f(x) = —————— . obtenga:
2x2 +x—3
Dominio y raices; intervalos de continuidad y puntos de discontinuidad (clasificados); asinto-
tas verticales y horizontales.
47. Hallar dénde es continua la funcién
2x2 /X +3x —2x/x -3 .
=0
h(x) = 1 six #1,x >0;
5 six = 1.
48. Si la representacion gréfica de una funcién f es:

20
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49.

y
!
\
I
; y=fx)

— —— {2 |
/ |
I I

| | x
—2 4
| |
I I
| |
| —4 I
I I
| |
a *
I
I

. Hallar su dominio.
b. Encontrar ademas los siguientes limites:
i Iim f(x); iii. lim f(x); v. lim f(x).
x—>+00 x—>a— x—a
ii. lim f(x); iv. lim_f(x);
X —>—00 x—at

Paraa =-2,0y 4.

. Obtener las asintotas horizontales y verticales, los intervalos de continuidad y la clasifi-

cacion de las discontinuidades

. Dar una posible gréfica para una funcién f que sea continua en su dominio R —{-2,0, 2}

y que satisfaga las condiciones:

i. Lm f(x)=0; iv. lim f(x) =3 vii. Iim f(x) = 0;
X—>—00 x—>—2 x—>

ii. xgrfoo f(x) = +o0; V. lirg_ f(x) = +o0; Viii. ling f(x)=3;

iii. xEI—nz— f(x) =1, Vi. ,}Eﬁh f(x) = —o0; ix. f(1)=0.

. Clasifique sus discontinuidades.

21
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Ejercicios 4.3.1 Continuidad en intervalos, pagina ??

10.

11.

12.

13.
14.

22

. f(0) = -9

; f(10) = 561;

existe a € (0, 10), tal que f(a) = 500.

La ganancia de la fébrica cuando se fabrican ¢
automoviles:

G(q) = q* —5¢°> —13¢*> — 5¢ — 14;

G(2) =—100 G(10) = 3636;

existe g € [2, 10] tal que G(q) = 0.

Existe al menos un punto a € (1, 3)
tal que f(a) = —15.

. Existe h € (4000, 4 500) tal que 7'(h) = 98 °C.

z z l 3
La raiz podria estar en 22 ;

. . . 1
este intervalo tiene longitud = 1

()
2
a. f(=2)=6;, f(2)=-6;
b. no existe tal c.

Este es uno de los posibles intervalos: [1.6, 1.8].

La funciéon f tiene al menos tres raices en
(—10, 4).

f(2) <0y f(3) > 0, existe al menos un ¢ €
(2,3) tal que f(c) =0;

9 1
en [2, Z] de longitud 2 existe al menos una

raiz.

3]

fO)=-1<0: f(2)=

entre 0 y 2 existe una raiz;

32-3
3

> 0;

entre —2 y 0 hay otra raiz .
Entre 0y 1 existe una raiz de la funcién.

Entre 2 y 17 la funcién tiene al menos una raiz.

15

16.

. Existe una valor ¢ € (0,2) tal que f(c) = 0.

1 3
816 )

17. (0,1).

18

19.

20.

. [=1,0].

a. Dg = R —{4}. No tiene raices;
b. en x = 2 g(x) tiene una discontinuidad re-
movible;

enx = 4 g(x) tiene una discontinuidad es-
encial infinita;

g(x) es continua en

R —{2,4}=(-00,2) U (2.9 4, +00);

c. x = 4 es una asintota vertical;

y = 0 es una asintota horizontal.

a. Dy = R; g(x) no tiene raices;

b. hay una discontinuidad removible en x =
%
la funcién es continuaen R —{2};

¢. la funcién no tiene asintotas verticales;

y = —2 es asintota horizontal.
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23

21.

22.

y=gx)

. f(x)noescontinuaenx = Inienx = —2;

en x = 1 hay una discontinuidad esencial;

en x = —2 hay una discontinuidad re-
movible;

. f(x) es continua en (—oco, —2) U (=2,1) U

(1, 00);

.y = 3 es una asintota horizontal;

x = 1 es una asintota vertical.

y

|

|

|
‘_/OZ4‘
R

L
—2 ‘1 23

| oy=rw

|

|

. Larecta y = 2 es asintota horizontal;

las rectas x = 2 & x = -2 son asintotas
verticales;

. Dy =R —{£2};

no tiene raices;

g es continua en (—oo, —2) [ J(—2,2) U2, +00) .

23. a. Dy=R—{=2,1}

J tiene s6lo una raiz, que es x = 4;

b. f escontinuaen (—oo,—2)J (=2, 1) (1, +o0);

f tiene en x = 1 una discontinuidad re-
movible;

f tiene en x = —2 una discontinuidad es-
encial infinita;
c. larecta x = —2 es una asintota vertical;

la recta y = 1 es una asintota horizontal

de 1.
d.
y
!
\
!
y=rx)/ i
\
!
!
77777 B
| —
—2 |1 fl X
~1
o
I
|
I
24. La tinica raiz de g(x) es x = —4;

g(x) es continua en (—o0, 3) | J(3, 5) J(5, +0);
la discontinuidad en x = 3 es removible;

en x = 5 la discontinuidad es esencial;

x = 5 es asintota vertical;

y = 1 es asintota horizontal;

23



24

Calculo Diferencial e Integral I

la grafica es:

25. a. Dy = R —{—4,-3};raices: x = 1;
la funcién es continua en todo su dominio;

existe una discontinuidad removible en
X = — 4y una discontinuidad esencial
(infinita) en x = —3;

b. y = 1 es una asintota horizontal;

la ecuacién de la asintota vertical es x =

26. a. Dy = R —{~1,1}; f tiene sélo una raiz:
x =-=2;

f escontinua en (—oo, —1)|J (=1, ) U (1, o0); 28.

b. la recta x = —1 es la tinica asintota verti-
cal;

la recta y = 1 es la tinica asintota horizon-
tal;

24

27.

y
!
!
\
\
\
\
!
0
777777 + - - — — =
‘ X
—2N\-1 | 1
|
y=/0) |,
\
|
Rp=R —{1}
a. Dr =R 2,0 .
. f — y Uy 2 7
la tinica raizde f es x = —1;
b. intervalos de continuidad: (—o0,—2),
1 1
_27 O 7 07 ~ A ;
la discontinuidad en x = —2 es infinita;

la discontinuidad en x = 0 es removible;

1
la discontinuidad en x = 2 también es re-
movible;

c. la tinica asintota vertical es la recta x =
-2
y = 3 es la tinica asintota horizontal .

d.
y
!
!
!
!
!
!
777§ﬂ773 ,,,,,,,
(0.3) —)eri oy P = /@
| (555) N
-2 [—1
!
I
I
\
}
a. Df :R—{—3,3};
s6lo hay una raiz: x = —1;

es continua en todo su dominio;
b. x = —3 es una asintota vertical;

y = —1 es una asintota horizontal;
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25

-=

I
I
I
I
I
I
|
=3
T
I
I
I
I
I
I

Rp=R—{-1}.

29. a. Dy =R —{-5,5};raices: x = +3;
h es continua en (—oo,—5) U (=5,5) U
(5. 00);
b. x = —5 & x = 5 son asintotas verticales;

la recta y = 2 es la tinica asintota horizon-
tal.

30. a. Dy =R —{52};laraizes: x = —6;

en x = 2 hay una discontinuidad removi-
ble;

en x = 5 hay una discontinuidad esencial
infinita;
b. y = 1 es una asintota horizontal;

X = 5 es una asintota vertical.

3l. a. Dy =R —{-1,-2};raices: x = 3;

32.

33.

en x = —2 se tiene una discontinuidad re-
movible;
en x = —1 se tiene una discontinuidad es-

encial infinita;

.y = 1 es una asintota horizontal;

x = —1 es una asintota vertical.
y

|
|

—+-5
! y=f(x)
|
|
1= ——
|

Dy =R —{-1,2}

x = —3 es la inica raiz de f(x);
f(x) es continua en su dominio:

.en x = 2 la funcién tiene una discon-

tinuidad infinita;

. x = 2 es la tinica asintota vertical de la

funcion;

y = 1 es asintota horizontal .

. Df:R—{O};

raices: x = £1; esimpar;

. x = 0 es asintota vertical;

y = 0 es asintota horizontal;

. en x = 0la discontinuidad es infinita.

25



26 Célculo Diferencial e Integral I
y b. en (—oo0,-2)J(-2,2) U2, +00) f(x) es
continua;
c. x = =2y x = 2 son asintotas verticales;
y = f(x) y = —1 es asintota horizontal .
— ) X d. y
- ! !
! !
\ \
! !
\ \
\ \
\ \
Elrangode f es R. = %7777x
\ \
34. . En x = 2 hay una discontinuidad removi- | [y = s
ble; \ \
en x = 0 hay una discontinuidad infinita; | |
. x = 0 es una asintota vertical; 37. Dy = R —{0,—1}; la tinica raizde f esx = 1;
y = 1 es la asintota horizontal. S es continua en su dominio;
en x = 0 la discontinuidad es infinita y en
x = —1 es removible;
x = 0 es una asintota vertical;
y = 0 es asintota horizontal.
X y
-1 1~ —— X
T
|
3 |
35. . Dy =R —{-2,1};laraizes x == | Y= f(x)
|
. en x = —2 hay una discontinuidad in- 6
finita;
en x = 1 la discontinuidad es removible;
x = —2 es la asintota vertical;
y = 2 es la asintota horizontal. 38. a. Dyf=R—-{-3,-1}
f tiene una raiz: x = 2;
y
| b. f escontinua en
J (1,5) (—00,—3), (=3,—1) yen (-1, +00);
77777 L Ll K e J tiene discontinuidades en x = —3 y en
| = x =-1;
VR . N
2] 3| 1 f tiene en x = —3 una discontinuidad re-
} 2 movible;
} f tiene en x = —1 una discontinuidad es-
} encial;
c. x = —1 es una asintota vertical y es la
36. Dy =R —{£2}; Unica;

26

la grafica interseca al eje x cuando x = £1;

y = 1 es la tinica asintota horizontal de f".
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|
Tl |y=1
|

7

-3

5
Elrangoes Ry = R — {15}

39. a Dy=R —{-22}laraizde fesx = 1;

b. f tiene discontinuidades en x = -2y en
x =2
en x = —2 f tiene una discontinuidad re-
movible;

f tiene en x = 2 una discontinuidad esen-
cial infinita;

c. x = 2 es una asintota vertical;

y = 2 es una asintota horizontal.

d.
y
\
3 I
SHNE \Q‘m
— YT
= \
N )
\
\
\
\
\
40. Dy = R — {-3,-2}; f tiene sélo una raiz:
x =0

f escontinua en (—oo, —3) | J (=3, =2) |J (-2, +0)

la discontinuidad en x = —3 es removible;
la discontinuidad en x = —2 es esencial infinita;
x = —2 es una asintota vertical;

y = 2 es una asintota horizontal.

41. a. Dy = R —{0};raizx = —1; f no es par ni
impar;

b. f escontinua en (—oo, 0) | (0, +00);

f tiene una discontinuidad en x = 0, es-
encial;

c. x = 0 es una asintota vertical;

y = 0 es una asintota horizontal;

d. Elrangode fes R.

y

4. Dy =R —{+2};
la Gnica raiz de f es x = —4;
la funcién es continua en
(=00, =2) U (=2.2) U (2, +00);
la discontinuidad en x = —2 es esencial;
la recta x = —2 es una asintota vertical;

la discontinuidad en x = 2 es removible;

27



28 Célculo Diferencial e Integral I
la recta y = 1 es asintota horizontal . d. y
!
y 2
\ 3 |
| (2’ 5) (E—
0 N Y 20 R |
| / e
\ S~ ‘ 'y =f(x)
ffffff el \2 i x
| . =
= 2 2 x |
y=r@ || |
\ \
\
| 45. Dy =R —{—1.1} raiz: x =0;
J es una funcién par;
43. Dr =R — 1x=-— iz; .
3. Dy 10, 1} x 3 es raiz; f es continua en (—oo, —1)|J (-1, ) |J (1, +00);
Jf esdiscontinuaenx =0yenx = 1; f tiene dos discontinuidades, x = —1 & x = 1.
Son esenciales;
f tiene en x = 0 una discontinuidad removible; . .
x = —1 y x = 1 son asintotas verticales;
f tiene en x = 1 una discontinuidad esencial y = 2 es una asintota horizontal.
infinita;
3
' 46. Df:R—{——,l};
x = 1 es una asintota vertical; 2
la funcién es continua en su dominio;
y = 1 es una asintota horizontal. 3 3
Dy = (—00,——> U (——, 1> U (1, +00);
’ 2 2
‘ 3
\ : : _ _1-
‘ es discontinuaenx = ——yenx = 1;
A\ =sw 2
3
7777777 1l l T enx =— la discontinuidad es removible;
‘ X
_\ 1 la discontinuidad en x = 1 es esencial infinita;
|
-3 } x = 1 es asintota vertical;
} y = 1 es asintota horizontal.
47. h(x) es continua en todo su dominio: [0, +00).
44, a. Dy =R —{#£2}; latnicaraizes x =0;

28

b. la funcién es discontinua en x = 2 y en

x =-=2;
en x = 2 existe una discontinuidad re-
movible;
la discontinuidad en x = —2 es esencial
infinita;

c. x = —2 es una asintota vertical;

y = 4 es una asintota horizontal.

48.

a. Dy = R —{0,4};
b. lim f(x) =0, lim f(x)= —oc;
X—>00 X—>—00
Iim f(x)=2;, lim f(x)=-6;
x—>—2" x—>—2%F
lim  f(x) no existe;
x—>—2
Iim f(x)=-4;, Ilim f(x)=—4
x—>0" x—0t+
Iim f(x) = —4;
x—0
Iim f(x) =4o00; lim f(x) = —oc;
x—>4= x—47+

lim f(x) no existe;
x—>4
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c. y = 0 es la tinica asintota horizontal; 49.
y
x = 4 es la tinica asintota vertical; /
i
la funcién f(x) es continua en (—oo, —2], 1 .
(=2,0),(0,4) y en (4, +00); -2 12
en x = —2 hay una discontinuidad (esen-
cial) de salto;
en x = —2 hay una discontinuidad esencial de

en x = 0 la discontinuidad es removible;

y en x = 4 la discontinuidad también es
esencial infinita.

salto;
en x = 0 hay una discontinuidad esencial in-
finita;

en x = 2 hay una discontinuidad removible.
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