CAPITULO

8

Aplicaciones de la derivada

8.1 Derivabilidad y monotonia

Como se sabe, si f es una funcién derivable en x¢, entonces la derivada de f en xo es un ntimero
real fijo f'(xo), el cual puede ser f'(xo) > 0 0o bien f'(x9) <0, obien f'(xy) = 0.

Sabemos también que si f es una funcién derivable en x(, entonces existe una tinica recta tangente ¢
alacurvay = f(x) enel punto P[xo, f(x0)], la cual tiene pendiente m;, = f'(xo).

Recordemos ahora que, si/ es una recta con dngulo de inclinacién « y pendiente m, entonces m =
tan e, lo cual se presenta en las siguientes graficas:

y y y
‘ £ horizontal \
L
« agudo a obtuso
/ x x x
m>0 <4< 0<a<90° m = 0sia = 0° obien o = 180° m<0 4 90° <a < 180°

Considerando los comentarios anteriores, podemos hacer algunas afirmaciones que relacionan el
signo de la derivada f'(xo) con el dngulo de inclinacién «; de la recta tangente ¢ y con el compor-
tamiento de las imadgenes f(x) alrededor del punto de tangencia P [xo, f(xo)].

o f'(x0) >0 = m >0 = 0° <a <90° (o es agudo.)
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2 Célculo Diferencial e Integral I

Ademas si f'(x¢) > 0, entonces

0= f)

/ — 1/
f (XO) x1—>x0 X — Xo
por lo cual
S = fxo) . J(x) = fx0)
xllgclax——xo = f'(x0) >0& xlig:jx——xo = f'(x0) > 0.
Ahora bien,
1. Si lim M > 0, entonces existe x; € R, con x; < x¢ tal que para cada x € [x1, x¢)
X—>xg X — Xo q P
ocurre que M > 0;
X — Xo

perox; <x <xp = X <X9 = X — X9 <0, porloque

X — Xo

>0 & f(x)— f(x0) <0 & f(x) < f(x0).
Con lo cual, para x suficientemente cerca de xg

J(x) = f(xo)
m SR

li >0 = x<x0& f(x) < f(xo).

x—>x0_ X — Xo
x)— f(x
2. Si lim+ M > 0, entonces existe x, € R, con x¢ < x; tal que para cada x € (xo, x2]
X=X X — Xo
f) = fxo) _
ocurre que —— > 0);
X — Xo

peroxp <x <x» = x> X9 = X —Xo > 0, porloque

J(x) = f(x0)

X — Xo

>0 & f(x)— f(x0) >0 & f(x) > f(xo).

Entonces, para x suficientemente cerca de x,

lim L TSED o & F ) > F(xo).
x—>x8’ X — Xo
Resumiendo, si lim M = f'(x0) > 0, entonces existen x; & x, con x; < xo < x tales que
X—>X0 X — Xo

f(x1) < f(xo0) < f(x2).
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8.1 Derivabilidad y monotonia 3

e Asitambién f'(x9) <0 = m; <0 = 90° < o, < 180° (o; es obtuso.)

Si f'(x¢) < 0, entonces

S-S0 _

o) = i HEZTE <o,
por lo que
ﬁm_M = f'(xo) <0& lim S ) — f(xo0) = f'(x0) <O.
X—>Xq X — Xo X—>x X — X0
Ahora bien,
1. Si lim M < 0, entonces existe x; € R, con x; < x¢ tal que para cada x € [x1, xo)
X=X X — Xo
ocurre que M <0,
X — Xo

perox; <x <xp = X <X9 = X —Xo <0, porloque

X — Xo

<0 & f(x)— f(x0) >0 & f(x)> f(x0).

Obtenemos que, para x suficientemente cerca de xo

J(x) = f(xo)
m ) SR

Ii <0:>)C<)C0&f()€)>f()€0).

X—>Xq X — Xo
x)— f(x
2. Si lim+ M < 0, entonces existe x, € R con xo < x5, tal que para cada x € (xo, x2]
X=X X — Xo
S(x) = f(x0)
ocurre que —— < 0,
X — Xo

peroxp <x <x» = x> X9 = X —Xo > 0, porloque

J(x) = f(xo)

X — Xo

<0 & f(x)— f(x0) <0 & f(x) < f(xo0).

Entonces, para x suficientemente cerca de x,

im L TI0) _os  & £ < f(x).
x—>x8’ X — Xo
Resumiendo, si lim M = f'(x9) < 0, entonces existen x; & x, con x; < xo < X, tales
X—>X0 X — Xo

que f(x1) > f(xo) > f(x2).

De lo anterior se puede afirmar lo siguiente:

Teorema. Sea una funcién derivable en el nimero xy. Si f'(xo) # 0, entonces existen nimeros x; &
x, alrededor de x, y suficientemente cerca de x, tales que:
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e Si f'(x9) > 0, entonces f(x1) < f(xo) < f(x2).
e Si f'(x0) <0, entonces f(x1) > f(xo) > f(x2).
Utilizamos este resultado para demostrar el siguiente teorema:

Teorema de Rolle. Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el abierto
(a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.

Y Si f(x) = f(a) = f(b) paracada x € [a,b], entonces f es una funcién constante en todo [a, b],
por lo cual f'(x) = 0 para cada x € [a, b], en cuyo caso c es cualquier x € (a,b).

Si f no es una funcién constante en [a, b], entonces por ser continua f alcanza en [a, b] sus valores
minimo m = f(c¢) y mdximo M = f(d), donde al menos uno de ellos es diferente de f(a) = f(b).

Aqui se entiende que f(c) =m < f(x) <M = f(d) parax € [a,b].

Suponiendo que el minimo m = f(c) es dicho niimero, entonces ¢ € (a,b). Por ser f derivable en
(a,b), se puede asegurar la existencia del namero f'(c).

Demostraremos que f’(c¢) = 0 por reduccién al absurdo:

Si f'(c) # 0, se podria asegurar por el teorema anterior la existencia de ntimeros x; & x; cerca de ¢
tales que:

e Si f'(c) > 0,entonces f(x1) < f(c) < f(x2).
e Si f'(c) <0,entonces f(x1) > f(c) > f(x2).

Por lo cual f(c) = m no seria el minimo de f en [a, b].

Entonces f'(c) # 0 no puede ser.
Lo que asegura la existencia de al menos un namero ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Geométricamente, el teorema de Rolle puede ser ilustrado de la manera siguiente:

y y
a ¢ b 1) =0
M | T T T X M
\ [ \ \
| ‘ | =Nt -———=
— I [ \ |
f(a) = f(b) T o ¢ z
B } a ¢ ; b x
m - ‘ |
x (¢ =0 m [~
s Flea) =0

Por lo tanto el teorema de Rolle asegura la existencia de al menos un punto P|c, f(c)] en la curva
y = f(x) donde la recta tangente es horizontal [ f'(c) = 0].

Es importante resaltar que la derivabilidad de la funcién f en todo el intervalo (a, b) es determinante
para la existencia de dicha recta tangente horizontal.
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8.1 Derivabilidad y monotonia 5

Basta con que f no sea derivable en algtn punto del intervalo (a,b) para que pueda ocurrir una
situacion como las siguientes, en donde no se cumple el teorema de Rolle.

/\ F(@) = £(b)
N e

|

|

LN N S e

|
|
|
|
|
|
}
a c b a c b
Un resultado més general que el teorema de Rolle estd dado en el siguiente teorema:

Teorema del Valor Medio. Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en
el intervalo abierto (a, b), entonces existe al menos un nimero ¢ € (a, b) tal que

f(b) — f(a)
b—a

fe) = obien f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Geométricamente este teorema asegura la existencia de al menos un punto P[c, f(c)] de la curva
b) —
¥y = f(x), donde su recta tangente tiene pendiente f'(c) igual a la pendiente m = w de la
—a

recta secante a la curva que pasa por los puntos Ala, f(a)]y B[b, f(b)].

y y
fOr—————- B foOFr-————-—- B
| /
/ |
‘ s
| Y
[ a ¢ 72
s | ‘ / L | X
- [ | ; b
A ¥ ——- | \ e
I | /
| | | /
[ | \ [ //
| | | i
| / | | x A ¥ ——- f(a)
a c b

¥ Laecuacion de la recta secante y = g(x) que pasa por los puntos Ala, f(a)]y B[b, f(b)] es

b) —
v = 1Oy
—da
o0 sea,
y = fa+ Oy
—da
por lo que
b —
g = f@+ 1Oy
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Sea ¢ la funcién definida como la diferencia f — g. Es decir,

b) —
$0) = 10— () = f() — fa)~ LD =IO gy

Por ser f & g funciones continuas, también la funcién ¢ es continua en el intervalo cerrado [a, b].
Por ser f & g funciones derivables, también la funcién ¢ es derivable en el intervalo abierto (a, b):

b _
60 = f'(0)—g' () = f(x) - %

Por otra parte ¢(a) = ¢(b), ya que

pa) = f@ —5@ = f@) ~ f@) - LD gy =0,
b) —
#0) = 1) —g) = 1)~ f@) - LI =D gy~

Hallamos que ¢ es una funcién que cumple con las condiciones del teorema de Rolle. Por lo tanto se
asegura la existencia de al menos un ntiimero c tal que ¢'(c) = 0. Pero:

8@ = 10y~ 1T
por lo que:
b) — b) —
b0 =0 o rio- OO o oy SOS@

Lo cual demuestra el teorema del Valor Medio.
[l

Aplicamos a continuacién este tltimo teorema para el estudio de la monotonia de una funcién deri-
vable en un intervalo.

e Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el abierto (a, b), y sean
X1, Xz en[a,b] tales quea < x; < x < b.

¢ Si f'(x) > 0 paracada x € (a,b), entonces (por el teorema del Valor Medio) para algtin
c € (x1,Xx7):

f(x2) = f(x1) 20,

X2 — X1

fe) =
Pero x, > x; = x» —x; > 0, por lo cual

f(x2) = f(x1)

X2 — X1

>0 & f(x2)— f(x1)) >0 & f(x2)> f(x1).

Entonces
X1 <x2 = f(x1) < f(x2).

Lo que implica que f es una funcién estrictamente creciente en el intervalo [a, b].
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¢ Si f'(x) <0, para cada x € (a,b) entonces (por el teorema del Valor Medio) para algiin

€ (x1,x2):
o e~ )

X2 — X1

fe) =
Pero x, > x; = x» —x; > 0, por lo cual

f(x2) = f(x1)

X2 — X1

<0 & f(x2)—f(x1) <0 & f(x2) < f(x1).

Entonces
X1 <xa = f(x1)> f(x2).

Lo que implica que f es una funcién estrictamente decreciente en el intervalo [a, b].
Lo anterior, segtn el caso, puede ilustrarse como sigue:

e Si f/(x) > 0, entonces la funcién f es estrictamente creciente.

S(x2)
)

S(x1)

S(x2)
f()
S(x1)

S(x2)

Sf()
Sfx1)

f(x1)
f(c)
f(x2)

f(x1)
f()

f(x2)

x X1 ¢ X2

f'x)<o

De aqui que:
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e Si f estd definida en un intervalo y f’ es continua con un ndmero finito de raices entonces f

es monotona por partes.
Las funciones polinomiales y las racionales son monétonas por partes.

Ejemplo 8.1.1 Sea la funcion f(x) = x2.

V¥V Calculamos la derivada, f/(x) = 2x, entonces:

o f'(x) >0 & 2x>0 & x>0 & x €(0,+00) = f escreciente en el intervalo (0, +00) .

e f'(x) <0 & 2x<0 & x<0 & x €(—00,0) = f esdecreciente en el intervalo (—o0,0) .
y y

/ ;
P ¢
&
*.
\ y =5
X X
N\
2
&
N
Ul
Ejemplo 8.1.2 Dada la fincién g(x) = —
emplo 8.1. ada la funcion g(x) = .
JErmp & x2+4
¥ Tenemos que
') (x2+44—4x(2x)  4x2+16—8x%2 16—4x?  4(4—x?)
X) = = = = .
8 ()C2 + 4)2 ()C2 + 4)2 ()C2 + 4)2 ()C2 + 4)2
y
- deg, ecjente
!
|
E |
2 | .
- 2
I
ec ecjem 1 y:g(x):x;%
!
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1
n e
& 2
, 4(4 —x2) % i
y=g(x)=(x2+4)2 o
X
_ o~ —_ =
g'(x)<® g/ (x)<0

Puesto que 4 > 0y que (x2 + 4) > 0 para cada x € R, se puede afirmar lo siguiente:
q yq p p &

/

1. g/(x) >0 4—x2>0 & x2<4 & |x| <2 & —2<x <2 & gescreciente en el intervalo

/

2.8/(x) <0 & 4—x2<0 & x2>4 & |x| >2 & x <—-20bienx >2 & g esdecreciente en
(—00,—2) yen (2, +00). Lo cual concuerda con que g’(x) es par.

O

Ejemplo 8.1.3 Sea ¢(x) = x°.

Y Puesto que ¢’ = 3x* = ¢’ > 0 paracada x € R — {0}, entonces ¢ es una funcién creciente
en (—00,0) y en (0, +00) pero de hecho como x> < 0six <0, x> =0six =0 &x*> > 0six >0,
entonces f(x) = x> es creciente en R.

y y

f(x) creciente f'(x)=0

y=f'(x)
y = f(x)

Ejemplo 8.1.4 Sea la funcion f(x) = 3x°> — 5x3.
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Y Calculamos la derivada, f/(x) = 15x* — 15x% = 15x%(x? — 1), entonces:

1. f/(x) >0 & x#0&x>—-1>0 & x#0&x*>>1 & x#0& |x|>1 &
& x#0&x >1obienx < —1 = f escreciente en (—oo,—1)J (1, 00).

2. f'(x) <0 & x#0&x?2—1<0 & x#0&x*<1 & x#0& |x|<1 &
& x#0& —1<x <1 = f esdecrecienteen [—1,1].

= f(x) = 3x> —5x3
y =7/ Decreciente y = f/(x)=15x% — 15x2

|

/?\ 1
‘ X X
_—

—> -
Creciente Creciente

Ejercicios 8.1.1 Soluciones en la pdagina 11

Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes funciones.
1. f(x) =x>—4x+3.

gx)=x3—6x2+9x—2.

h(x) = —-2x3+6x—1.

f(x) = x* —4x3.

gx) = (x> —1)%.

A N T

16
6. h(x) = x%2+ —.
x

2

7. f(x) = 24

8. g(x) =+v9—x2.

9. h(x) = Vx*—43¥x.
48

10. fx) =2+ .

10
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11

Ejercicios 8.1.1 Derivabilidad y monotonia, pdgina 10

on

on

[ es creciente en (2, +00);

f es decreciente en (—o0, 2).

. g es creciente en (—o0, 1) y en (3, +00);

. g es decreciente en (1, 3).

. h es creciente en (—1, 1);

. h es decreciente en (—oo, —1) yen (1, +00).

. [ escreciente en (3, +00);

f es decreciente en (—o0, 3).

. g es creciente en (—1,0) y en (1, +00);

g es decreciente en (—oo, —1) y en (0, 1).

10.

on

h es creciente en (2, +00);

. h es decreciente en (—00, 0) y en (0, 2).

[ es creciente en (—oo — 2) y en (=2, 0);

J es decreciente en (0,2) y en (2, +00).

g es creciente en (-3, 0);

. g es decreciente en (0, 3).

h es creciente en (1, +00);

. h es decreciente en (—o0,0) y en (0, 1).

J es creciente en (—00, —2) y en (2, +00);

J es decreciente en (—2,0) y en (0, 2).
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