CAPITULO
8

Aplicaciones de la derivada

8.3 Concavidad y convexidad

e Observemos que f”(x) > 0 en un intervalo = f'(x) es creciente en dicho intervalo, por lo
tanto, al recorrer la grafica de la funcién f de izquierda a derecha, debe presentar forma de
taza. Ya que la inclinacién de la tangente crece en sentido directo diremos que la funcién es
céncava. En este caso la grafica estd encima de sus tangentes y debajo de sus secantes.

y

Taza

e Observemos que f”(x) < 0 en un intervalo = f'(x) es decreciente en dicho intervalo; en-
tonces al recorrer la gréfica de la funcién f de izquierda a derecha, debe presentar forma de
gorra. Ya que la inclinacién de la tangente decrece en sentido directo diremos que la funcién es
convexa. En este caso la gréfica estd debajo de sus tangentes y encima de sus secantes.

lcanek.azc.uam.mx: 22/ 5/ 2008
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Gorra

Concretando:

e La funcién (curva) y = f(x) es concava en el intervaloI'si f”(x) > 0 paracada x € I.

e La funcién (curva) y = f(x) es convexa en el intervalo I'si f”(x) < 0 paracadax € I.

e De aqui surge el criterio de la segunda derivada para maximos y minimos locales:

1. Si f'(x0) =0ysi f"(x0) >0, en xo hay un minimo local.
2. Si f'(x0) =0ysi f"(xo) <0, en xo hay un maximo local.

Se llama punto de inflexién de f a un punto donde la segunda derivada de la funcién es cero y
en el punto cambia de signo, esto es, la segunda derivada pasa de ser positiva antes del punto a
ser negativa después del punto, o viceversa, siendo continua la funcié en dicho punto. En ellos la
funcién pasa de ser concava a convexa, o viceversa.

Ejemplo 8.3.1 Para la funcién f(x) = x3
Y Calculamos f'(x) = 3x2, entonces
1. f"(x) =6x >0six > 0luego f escéncava en el intervalo (0, +00).

2. f"(x) =6x <0six <0luego f es convexa en el intervalo (—o0, 0).

3. f"(x)=6x = y() si x = 0luego f tiene un punto de inﬂ(;xién enx = 0.
fx)=x3

‘/./\

Coéncava f7(x)>0

Punto de inflexion \

X X

/x
Convexa | f7(x) <0

S (x) =6x
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Otra nomenclatura usual es la siguiente:

e Si f esuna funcién céncava, entonces f es concava hacia arriba, (f”(x) > 0).

e Si f esuna funcién convexa, entonces f es concava hacia abajo, (f " (x) < 0).

e Podemos decir que la curva (funcién) y = f(x) en x¢ tiene un punto de inflexién si en x, hay
un cambio de concavidad y si hay continuidad.

Ejemplo 8.3.2 Determine los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion de la funcion

g(x) = x;j_ 2 (del ejemplo ??).
\
e ,o 44 —x?)
gX) =5 = 8= G2 1ap
weos 4(X2 +4)%(=2x) — (4= x*)2(x* + H(2x) 4(—2)0()C2 +4)? = (4x)(x* + 4 (4 - x?)
= &)= [(x2 + 4] - (x> + 4 -
_ 4(—2)C)()C2 + (2 +4) +204—xY)]  420)[x*+4+8-2x7]
- (x2 +4)(x2 + 4)3 - (x2 +4)3 -
_ 8x(—x?4+12)  8x(x* —12)
- (x2 4 4)3 - (x2 4 4)3
” 8x(x? —12)
= g (x) = W

Ahora bien, debido a que 8 > 0y a que (x* + 4)® > O paracada x € R,

Y 8x(x2 —12) )
g'x)>0 & G2+ 4 >0 & x(x*=12) >0y
8x(x%—12
g’'x) <0 & X ) 0 & x(x*—-12)<0

Pero x(x* —12) =0 & x(x + +/12)(x — +/12) = 0. Esto se cumple si
1. x =0 obien
2. x++/12=0 = x =—+/12 obien

3. x—V12=0 = x =V12.

Con los nimeros x; = —v12, x, = 0 & x3 = v/ 12 generamos los intervalos:

(T, (VT2). (0VT) y (v )
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Como g"(x) es continua en R, en cada uno de esos intervalos tomaremos una x fija (valor de prueba)

para determinar el signo de g”(x).

Para valor de prueba | g"(x) es | entonces g es céncava
—00 < x < —+/12 x=—4 — hacia abajo o convexa
—J12<x <0 x=-1 + hacia arriba
0<x<+I12 x=1 — hacia abajo o convexa
V12 < x < 400 x=4 + hacia arriba

Por lo tanto,

e la curva (funcién) y = f(x) es concava hacia arriba en los intervalos: <—\/ 12, O) y <\/ 12, +oo);

e la funcién (curva) y = f(x) es concava hacia abajo o convexa en los intervalos: <—oo, —/ 12)
y (0.v12);

e la curva (funcién) y = f(x) tiene puntos de inflexién en x; = —v/12 = —2/3 ~ —3.464,x, =0
yenxs; =12 = 24/3.

Concretamente, en:

Pix1, f(x)] = Pi[-V12, f(—=V12)] = P, <—2f —?) ~ (—3.464,—0.866) ;

Palxz, f(x2)] = P[0, f(0))] = P»(0,0) y en

P3[xs, f(x3)] = P3[V12, f(V12)] = P3 <2ﬁ, ?) ~ (3.464,0.866) .

e
SHELTO™G
- n
(x) = -2 2§ ! “Iva
xX)= ——
& x2+4 }
|
—-243 |
T : x
} 243
C | g
om/e*a} ‘ég
A A
2

Nuevamente todos los resultados son congruentes con el hecho de que g(x) es impar.
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Ejemplo 8.3.3 Determinar los intervalos de concavidad y puntos de inflexién de la funcion f(x) = 3x° —5x>

(del ejemplo ??).

v

f(x) =3x>=5x> = f'(x) =15x* —15x* = f"(x) = 60x> —30x = 30x(2x% —1).

Entonces

f"x)>0 & x(2x*=1)>0& f"(x) <0 & x(2x*—1) <0.

Ahora bien x(2x? — 1) = 0. Esto ocurre cuando:

1. x =0.
2.2x2-1=0 = x2:l = x::l:i.
2 V2
Con los niimeros x; = ——=, x, = 0y con x3 = L generamos los intervalos
V2 V2

() () () ()

Como f”(x) es continua en R en cada uno de esos intervalos, tomamos un x fijo (valor de prueba)

para determinar el signo de f”.

Para valor de prueba | f"(x) es | entonces f es concava hacia
1 :
x < 5 x =-—1 — abajo o convexa
1 1 .
_E <x<0 X =-3 + arriba
0<x< L X = ! — abajo o convexa
V2 2
1 .
75 <X x=1 + arriba

Por lo tanto

1 1
e La funcién f(x) = 3x>—5x3 es céncava hacia arriba en los intervalos: (——, 0) (—, —l—oo) .
£0) 50)y(

e La curva f(x) = 3x> — 5x? es concava hacia abajo o convexa en los intervalos: (—oo,

o)

3
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e La funcién f tiene puntos de inflexién en:

P{ L o# 1_—P< : 12374)~
1 27 2 — 1] ﬁ,. s

P2[0, £(0)] = P»(0,0) y en

1 1] 1
Ps {E’f(ﬁ)_ =P (E,—l.zfm) .

y

f(x) =3x>—5x3

Concavg

© 1 \
| -
/\3 v C 0, %E X

1
_75 D s

Convexa

Nuevamente vemos que todo es consistente con el hecho de ser f(x) impar.

Ejemplo 8.3.4 Sea la funcién
x

J) = ——3
(14 x)?’
diga en qué intervalos es céncava hacia arriba, concava hacia abajo y determine los puntos de inflexion.

¥ Calculemos la segunda derivada de f

(1+x)2-2(1+x)x 1+x—2x l1—x

fi0 = 1+ x)* RO R (S T
yoon —(+x)P=314+x>2(1-x) —-1-x-343x 2x—4
= S = I+ 2 ST arof st

El signo de esta segunda derivada nos lo da el numerador 2x — 4, pues el denominador es siempre
positivo:
4
f'0)>0 & 20-4>0 & >4 & x>-=2

Entonces, la funcién f(x) es concava hacia arriba en el intervalo (2, +00).

Y céncava hacia abajo en los intervalos (—oo, —1) y (—1,2), pues —1 &€ Dy.
Para x = 2 (raiz de f ") se tiene un punto de inflexién, ya que ahi la gréfica de f cambia el sentido

de la concavidad. )
El punto de inflexién es [2, f(2)] = (2, 5) .
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Convexa

—~— X

2
Punto de inflexion: (2, §>

2ARIUOD
Coéncava

Ejemplo 8.3.5 Para la funcion f(x) = (x* — 4)3, determine:
1. Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento. Los extremos relativos.
2. Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo. Los puntos de inflexion.

3. La grdfica.

Y Calculemos:

1. f/(x) =3(x? —4)22x = 6x(x + 2)*(x — 2)2.
Los puntos criticos estdanen x = -2, 0y en 2.
f'(x) >0six >0&x # 2;luego, f(x) es creciente en (0, 2), en (2, 4-00) y también en [0, +00).

f'(x) <0six < 0&x # —2; luego, f(x) es decreciente en (—oo0, —2), en (—2,0) y también en
(—OO, O)

Entonces el tnico extremo relativo es (0, —64), donde la funcién pasa de ser decreciente a ser
creciente; por lo tanto es un minimo.

2. Calculemos la derivada de f/(x) = 6x(x? — 4)%

F7(x) =6(x* —4) + 6x x2(x* —4) x 2x = 6(x* —4)(x* —4 + 4x?) =
= 6(x2 = 4)(5x% — 4) = 6(x + 2)(x — 2)(+v/5x + 2)(v/5x — 2).



Célculo Diferencial e Integral I

2
La segunda derivada esOen +2y en + 7 ~ %0.89, y su signo estd dado en la tabla siguiente:

Vemos entonces que en (—2,

Vemos también que en (—o0, —2), en (

2
Los puntos (£2,0) & (:I:

—163
J5 125

NE

2 2 )
V55
) ~ (£0.89,—32.77) son de inflexion.

Tenemos ademds que f(0) = —64 & f(£2.8) = 56.62.

3. La gréfica de la funcién f es

Punto critico

Es un punto de inflexién
No es maximo local

No es minimo local

y=f(x)
©
5
a g
=) \O
3 Q
P
o
2 2
SR
T T
G\ | |
/ %‘a ! I c@z}
B\ /S
32
A{U
oW.&

Signo de
Intervalo x+2 | V5x +2 | V5x =2 x=2| f"(x) | f(x) es concava hacia
<=2 << 2 < 2 < 2) + ib
X< - —— < — - - — — arriba
V505
2<x< 2 << 2 < 2) + baj
-2 <x — - - - - abajo
NN )
(-2 <) 2 <x< 2 (<2)| + + + ib
- ——=<Xx<— — — arriba
V5 V5
( 2 < 2 <) 2 <x<2| + + + baj
—2<—-—— — <X - - abajo
545 ]
( 2 < 2 < 2 <) 2 < + + + + + ib
2 <—-——=<— X arriba
V55
2

2
——) y en (—, 2) la funcién es céncava hacia abajo.
V5

y en (2, 400) lo es hacia arriba.

Todo concuerda con que f es par; (0, —64) resulta ser minimo absoluto y f no tiene maximo

absoluto.
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Ejercicios 8.3.1 Soluciones en la pdagina 11

Determinar los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexién de las sigu-
ientes funciones.

1. g(x) =4—-3x2.

2. fx)=(x—-1)>.
3. h(x) =x*—6x24+09.
4. ¢(x) = x5 —3x*.
—2x
> f(x)_xz—i—l
2
6. g(x) = — ik

10. g(x) =2 — V4 —x2.
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Ejercicios 8.3.2 Soluciones en la pdagina 11

Utilizando el criterio de la segunda derivada, determinar los méximos y/o minimos locales de las
anteriores funciones.

1. g(x) =4—3x2.
2. fx)y=(x—-1)>.
3. h(x) = x*—6x2+9.
4. ¢(x) = x8—3x*.
—2x
5. f(x):x2+1.
2
6. g(x):x2_4.

7. h(x):x2—|—§.
x

2
3

8. ¢(x) :x%—x
9. f(x)=x*—-2x3.
10. g(x) =2 — V4 —x2.

10
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11

Ejercicios 8.3.1 Concavidad y convexidad, pigina 9

. g es convexa en todo su dominio.

. f escoéncava en (1, +00);
f es convexa en (—oo, 1);

f tiene en x = 1 un punto de inflexion.

. h es céncava en (—oo, —1)J (1, +00);
h es convexaen (—1, 1);

h tiene puntos de inflexién en x =
x =1

—1lyen

. ¢ esconcava en (—oo, —1.1) y en (1.1, +00);
¢ es convexa en (—1.1, 1.1);

¢ tiene puntos de inflexién en x = —1.1 y en
x =11

. f escéncava en (—oo, —\/§> y en (0, \/?_9>}
f es convexa en (—\/g, O) y en (\/§ +oo>;

[ tiene puntos de inflexién en x = —v/3,x = 0

yenx = /3.

Ejercicios 8.3.2 Concavidad y convexidad, pigina 10

. g tiene en x = 0 un méximo local.

. Un punto criticoen x = 1;
no es un maximo local ni un minimo local.
. Puntos criticosen x = 0y en x = ++/3. Enel

primero hay un maximo local estricto y en los
otros dos minimos absolutos.

. Tres puntos criticos: en x = 0y en x = /2.
En el primero hay un maximo local estricto y en
los otros minimos absolutos.

. Dos puntos criticos: en x = 1. En —1 hay max-
imo absoluto y en 1 minimo absoluto.

. x = 0 es méximo local estricto.

10.

10.

g es concava en (—oo, —2) y en (2, +00);
g es convexa en (—2,2);

no tiene puntos de inflexién.

h es concava en (—oo, —2) y en (0, +-00);
h es convexa en (—2, 0);

h tiene un punto de inflexién en x = —2.

1
¢ es convexa en (—oo, —g>;

1
¢ es concava en <_§ O> y en (0, +00);

. . . 1
tiene un cambio de concavidad en x = —z ;

¢ tiene un s6lo punto de inflexién.

Jf es concava en (—00,0) y en (1, +00);
f es convexa en (0, 1);

f tiene puntos de inflexiéonenx = Oyenx = 1.

g es concava en todo su dominio;

no tiene puntos de inflexién.

. ) 3
h tiene un punto critico en x = ﬁ;

es un minimo local.

¢ tiene dos puntos criticos en:
X = 3 (minimo local);

x = 0 (maximo local).

¢ tiene dos puntos criticos en:

x = 0 (ni minimo local ni méximo local);
3
X = 5 (minimo local).

g tiene un punto critico en:

x = 0 (minimo local).

11



