CAPITULO

3

Aplicaciones

3.5 Trabajo de una fuerza

Se dice que una fuerza realiza un trabajo cuando cambia el estado de reposo o estado de movimiento de
un cuerpo. En este sentido, el trabajo que realiza una fuerza para llevar a cabo una tarea, cominmente
denotado por la letra W, representa la energia necesaria para realizarla. El trabajo representa la cantidad
total de esfuerzo necesario para realizar alguna tarea.

Este apartado trata primero sobre el trabajo que realiza una fuerza constante como, por ejemplo, la fuerza
para mover hacia arriba un objeto o la fuerza para deslizarlo horizontalmente. Tambien trata sobre el
trabajo que realiza una fuerza variable, como la fuerza que permite comprimir o estirar un resorte, asi
como el trabajo que se realiza para extraer el fluido de un tanque.

3.5.1 Trabajo realizado por una fuerza constante

Si se desea levantar un objeto desde el piso hasta una altura /, se requiere de una fuerza F cuya magnitud
es el peso del objeto. Para diferentes alturas, la fuerza que se requiere es la misma, es decir, la fuerza es
constante.

Por definicién, si un objeto es desplazado una distancia D en la direccién de una fuerza constante aplicada
F entonces el trabajo W realizado por la fuerza se define por:

W = FD.

Cuando la fuerza F y la distancia D se expresan en newtons (N) y metros (m), respectivamente, la unidad
del trabajo W es el newton-metro y se llama joule (J).
Cuando la fuerza F se expresa en libras y la distancia D en pies, la unidad del trabajo W es la libra-pie.

1 libra-pie ~ 1.36]

Ejemplo 3.5.1 ;Cudl es el trabajo que realiza una fuerza al levantar una caja de 80 kg de masa desde el nivel del piso
hasta la parte superior de un edificio que tiene 12 m de altura?
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2 Calculo integral

12m

V¥ La fuerza F que se requiere para levantar la caja es exactamente igual, en magnitud y direccién, a la
fuerza de atraccién gravitacional F, que acttia sobre esta, pero con sentido opuesto

80 kg

Esto es
F = F; = mg = (80 kg) (9.8 m/s?) = 784 N.
El trabajo W que realiza la fuerza F al levantar la caja una distancia D = 12mes
W = FD = (784 N)(12 m) = 9408 ] = 9.408 kJ;

9.408 k] representa la energia necesaria para realizar dicha tarea. O

3.5.2 Trabajo realizado por una fuerza variable

Consideremos que sobre un cuerpo, apoyado en una superficie horizontal, actia una fuerza continua y
variable f(x), provocando que dicho cuerpo se desplace en linea recta. Aqui, la fuerza f(x) depende de la
posicion x del cuerpo.

Como se puede observar en la parte inferior de la siguiente figura, el cuerpo esta representado por un punto
en una recta horizontal y se desplaza desde a hasta b.

2



3.5 Trabajo de una fuerza 3

F=f(x)

@
a b

Para calcular el trabajo que realiza la fuerza f(x) al desplazar el cuerpo, no se puede emplear la expresion
W = FD descrita anteriormente ya que, en este caso, para cada punto x en el intervalo [a,b], F = f(x) es
variable.

(Coémo se puede calcular el trabajo que realiza la fuerza continua y variable f(x)?

Para contestar esta pregunta es necesario realizar el andlisis que se muestra a continuacién.
Se divide el intervalo [a, b] en n-subintervalos, todos ellos con la misma longitud Ax, donde

A=X9g<X] <Xp < o+ < Xj] <Xj <+ < Xp—1 <Xy =b.

En la siguiente figura se muestra el i-ésimo intervalo [x;_1, x;].
x;} es un punto cualquiera en dicho intervalo y la fuerza sobre el cuerpo en ese punto es f(x}).

Ax
t t t t t X
a = xp Xi—1 X} X Xn

—a .
tiende a ser

Observacion. Si el nimero n de subintervalos tiende a ser muy grande, entonces Ax =

muy pequeiia. En este caso los valores de x;_; y x; se encontrarfan muy cerca uno del gtro, por lo que
el valor de f(x]) en [x;_1, x;] no variarfa mucho. Se puede decir que f(x}) seria casi constante en dicho
subintervalo.
Considerando lo anterior, el trabajo W; que realiza la fuerza f(x;) al mover el objeto desde x;_; hasta x; es,
aproximadamente:

W; ~ f(x])Ax.

Por otra parte, considerando los n subintervalos en [a, b] se puede decir que el trabajo W que realiza la
fuerza F = f(x) al mover el objeto desde a hasta b es, aproximadamente:

W ~ Z S(x)Ax.

i=1

La aproximacién de W se mejora cuando el niimero de subintervalos n tiende a ser muy grande, y por tanto
b—a

la longitud Ax = tiende a ser muy pequefia. Es decir,

W= lim > f(x)Ax.

Ax—0i=1

Esta tltima igualdad es una suma de Riemann. Y como vimos en el capitulo 1:

n—o0

Ax—0i=1

n b
W= lim Y f(x/)Ax = / F(x) dx; (3.1)

que representa el trabajo realizado por la fuerza variable f(x) al mover un objeto desde el punto a hasta el
punto b.
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Ejemplo 3.5.2 En la siguiente figura se encuentra un cuerpo en reposo sobre una superficie plana. Debido a la accion
de una fuerza variable y continua F = f(x) = x> + 1, cuya magnitud estd dada en newtons, el cuerpo se desplaza en
linea recta desde la posicion a hasta la posicién b. Considerando que no existe fuerza de rozamiento entre la superficie
y el cuerpo, y que la fuerza actiia en el sentido del movimiento de éste, ;cudl es el trabajo que realiza la fuerza f(x)
para desplazar el cuerpo?

F=f(x)

a=0m b=5m

Y En este ejercicio la fuerza F = f(x) = x> + 1 provoca que el cuerpo se desplace desde @ = 0 m hasta
b = 5 m, es decir, una distancia de 5 m.

Considerando la definicién del trabajo W (3.1) realizado por una fuerza variable f(x), y usando la infor-
macion de este ejercicio:

b 5
W:/ fx) dx = W=/(x3+l)dx:>
a 0
4 5
= Wz[x—+x] =
4 0

5)* 645
W= 45="22
= s 4

Las unidades de la fuerza que actta sobre el cuerpo y la distancia que este se desplaza son newtons y

645
metros, respectivamente, entonces el trabajo W realizado por la fuerza F es de e joules (J) = 161.25].
O

3.5.3 Trabajo realizado para extraer el fluido de un tanque

Ejemplo 3.5.3 Un recipiente cilindrico con base circular que contiene agua tiene un radio y una altura de 1 y 3 metros
respectivamente. Si el agua en el interior del recipiente tiene una altura de 2 metros, ;cudl es el trabajo requerido para
bombear toda el agua hasta la parte superior del recipiente? (Considere que la densidad del agua es 1000 kg/m?).

2m




3.5 Trabajo de una fuerza 5

YV Para resolver este ejercicio tendremos en cuenta un conjunto de n capas de liquido, cada una con un
mismo grosor Ay, como se muestra en la siguiente figura en la cual se resalta la i-ésima capa de liquido a
una distancia y; con respecto de la parte superior del recipiente. Observe que el eje vertical coordenado y
tiene su origen en la parte superior del recipiente y el sentido positivo hacia abajo.

Vi

Vi - = _——
k_// ———————————————— o Ay

— —_

— Iy

y

Si el namero n de capas tiende a ser muy grande, entonces el grosor Ay de cada capa tiende a ser muy
pequerio. En este caso el trabajo W; que realiza la fuerza F; al elevar hasta la parte superior del recipiente
la i-ésima capa es

Wi = Fiyf.

La fuerza F; debe ser igual a la fuerza de atraccién gravitacional que acttia sobre la i-ésima capa, esto es:
F=m;g; (B.2)
donde m; es la masa de un pequefio cilindro de altura Ay, es decir:
m; = (densidad del liquido) (volumen de la i-ésima capa) & g = aceleracién de la gravedad.
Considerando que el radio de la i-ésima capa es igual al radio del recipiente, el cilculo de m; es
m; = (1000)(wr?Ay) = m; = (1000)((1)2Ay) =
= m; = 1000w Ay.

Sustituimos en 3.2:
F; =m;g = (1000rAy)(9.8) = F; =9800wAy.

Con lo anterior
Wi =F;,-y = W; =9800x -y - Ay.

El trabajo total que se requiere para elevar a la parte superior del recipiente todo el liquido, es decir, las n
capas, es aproximadamente

n n
WaS W= WaY Ry s
i=1 i=1

n
= W) 9800r-y; - Ay.
i=1
La aproximacién de W se mejora cuando el namero n de capas tiende a ser muy grande, y por lo tanto la
longitud Ax tiende a ser muy pequefia. Por esto decimos que

n
W= lim > 98007 -y} - Ay.

n—o00

Ax—0i=1
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En el lado derecho de esta tltima expresion se tiene una suma de Riemann. Recordando lo visto en el
capitulo 1:
n 3
W= lim > 98007-yS-Ay = W =/ 98007y dy.
Ax50i=1 !
En el eje coordenado y, la altura del nivel del liquido esta en 1 y la base del recipiente esté en 3. Es por esto
que el limite de integracién inferior es 1 y el superior es 3. Resolviendo la integral:
32

3 3 3 32 12
/ 9800y dy = 980071/ ydy =9800x | — = 9800x (— — —) =
. . 2 |, 2 2

=9800-7 -4 =392007 ~ 123.15k].

O
En el ejemplo anterior, cada una de las capas de liquido consideradas, con un mismo grosor Ay, tiene un
mismo volumen por las caracteristicas del recipiente que las contiene.
Ahora, el siguiente ejemplo presenta un recipiente con caracteristicas diferentes, cada una de las capas
consideradas tiene un volumen diferente.

Ejemplo 3.5.4 El cono circular de la siguiente figura almacena agua. La altura del cono es de 12 m y su radio de la
parte superior es de 6 m.

El nivel del liquido contenido por el recipiente tiene una altura de 10 m. ;Cudl es el trabajo que se requiere para
bombear todo el liquido hasta la parte superior del cono? (Densidad del agua: 1000 kg/m?).

6m
- >

—

12m
10 m

¥V Aligual que en el ejercicio anterior se considerard un conjunto de n capas de liquido, cada una con un
mismo grosor Ay.

También, se considerara que el origen del eje vertical coordenado y esté en la parte superior del recipiente,
como se puede observar en la siguiente figura, con el sentido positivo hacia abajo.

X
——r=———F" Y-y
y y
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Si el niimero 1 de capas tiende a ser muy grande, el grosor Ay de estas tenderd a ser muy pequerio; por lo
que el trabajo W; que realiza la fuerza F; al elevar la i-ésima capa hasta la parte superior del cono circular es

Wi = Fy};
donde

F; = fuerza de atraccién gravitacional sobre la i-ésima capa=m; g.
Ademads, la masa m; de la i-ésima capa es

m; = (densidad del liquido)(volumen de la i-ésima capa);
g = aceleracién de la gravedad.

Dado que el grosor Ay de cada capa es muy pequefio, se aproximaré el volumen V; de la i-ésima capa como
si fuera el de un cilindro circular con radio r;, es decir,

Vi = n(r;)*Ay.

A partir de los tridngulos semejantes de la siguiente figura, calcularemos r;:

6m
€ >
yi
Ti
12m
(12 -y})
Por semejanza de tridngulos, tenemos:

6 i 6(12 — y¥ 12 — y*
— = fi ( y’):ri:>ri= yl.
12 (12—y)) 12 2

Sustituyendo r; en V; = 7(r;)>Ay, se obtiene:

12— y*\?
Vi:ﬂ(Tyz> Ay.

Con lo anterior, la masa de la i-ésima capa es

m; = (densidad del liquido) (volumen de la i-ésima capa) =

12— y*\?
:>m,»=(1000)l71( 2”) Ay

= m; = 250m(12 — y)?Ay.

=

Entonces:

Fi =mig = [250m(12 — y})*Ay] 9.8 =
= F; =2450m(12 — y¥)?Ay.
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Con esto:
Wi=Fi -y =
= W; =2450m(12 — y)?y} Ay.

Al igual que en el problema anterior, el trabajo total W que se requiere para elevar las n capas del liquido,
a la parte superior del recipiente, es

n
W%ZWi =
i=1

n
= W Z Fiy! =
i=1
n
= W) 2450m(12— y})*y} Ay.
i=1
Esta aproximacién se mejora cuando el nimero n de capas tiende a ser muy grande, y por lo tanto el grosor
Ax tiende a ser muy pequefio; es decir,

n
W= lim Y 2450712 — y})?y} Ay.
Ax=0i=1
Y considerando que el lado derecho de esta tltima expresién es una suma de Riemann, entonces:
n
W= lim Y 2450m(12— y})?y; Ay =

n—o0

Ax—>0i=1
12
= W =/ 24507 (12 — y)%y dy.
2

0

12
La solucién de esta tdltima integral es

12 12
/ 2450m(12 — y)?y dy = 245071/ (12—y)’y dy =
2 2

12
=2450m | (144y —24y2 +y3) dy =
2

412
= 24507 [72y2 —8y° + yT] =
2

= 24507 [(72(12)2 —8(12)°* + %) - (72(2)2 -8+ %ﬂ -

= 24507 [(10368 — 13824 + 5184) — (288 — 64 + 4)] =
=11545353] ~ 11.5454 M].
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Este es el trabajo que se requiere para bombear todo el liquido hasta la parte superior del cono.

3.5.4 Trabajo realizado para comprimir o alargar un resorte

Para la ingenieria es importante conocer el trabajo que realiza una fuerza, al comprimir o bien al alargar un
resorte.

Resorte con longitud natural mmmm

Resorte alargado una longitud x por la {mm—) F

accion de una fuerza F

la accion de una fuerza F

!
|
Resorte comprimido una longitud x por _mmhl«i: F
!
!

X
Si se desea alargar un resorte una longitud x sin llegar a su limite de elasticidad, se debe aplicar una fuerza
F directamente proporcional a la longitud x, es decir,

F =kx,

donde k es la constante del resorte cuyas unidades en el Sistema Internacional (SI) son N/m.

Asi también, la fuerza que se requiere para comprimir un resorte es directamente proporcional a la longitud
que se comprime 0 encoge.

Tanto para el alargamiento como para la compresion de un resorte, la expresion F' = kx representa la fuerza
aplicada. Esta igualdad es conocida como Ley de Hooke.

En cada contexto, dependiendo del sistema de referencia que se escoja, la fuerza F que modifica la longitud
natural de un resorte tendra un sentido positivo o negativo.

Ejemplo 3.5.5 Un extremo de un resorte se encuentra sujeto a una pared, tal como se muestra en la siguiente figura.

a b

Se requiere estirar el resorte desde su estado natural cuya longitud es a hasta b, aplicando la fuerza F en el extremo
derecho de éste. ;Cudl es el trabajo W que realiza la fuerza f para el alargamiento del resorte?

¥V Para obtener la expresion que permita calcular el trabajo W que realiza la fuerza f se procede de la
siguiente manera:
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bh—
Se divide el intervalo [a, b] en n-subintervalos, todos ellos con la misma longitud Ax = Ta. Desde luego,

considerando que

A=X0< X1 <Xp <+ "< Xj1 <X <++<Xp_1<Xxp,=>.

Ax
t t t t t X
a = xp Xi—1 X} X Xn

En la recta anterior, x;* es un punto cualquiera en el intervalo [x;_1, x;] y la fuerza que se requiere para
alargar el resorte hasta x* es f(x]").

Los valores de x;—; & x; se encontrarian muy cerca uno del otro si Ax es muy pequefia. Esto se lograria si
el niimero n de subintervalos tiende a ser muy grande.

En este caso f(x}) en [x;_1, x;] no varia mucho y se podria decir que f(x) es casi constante. Entonces, el
trabajo W; que realiza la fuerza f(x;) para alargar el resorte desde x;_; hasta x; es, aproximadamente:

Wi ~ f(xf)Ax.

Considerando los n subintervalos en [a, b], el trabajo W que realiza la fuerza f al estirar el resorte desde a
hasta b es, aproximadamente:

W%iWi %if(x;‘)Ax.

i=1 i=1

Si el ntimero de subintervalos # tiende a ser muy grande, entonces:

W= lim > f(x/)Ax.

Ax—0i=1

Tal como se ha explicado anteriormente:

n—00

Ax—0i=1

n b
W= lim > f(x/)Ax =/ F(x) dx;
Aqui, f(x) = kx, por lo que el trabajo es
b x2 k ) )
W:/a kxdxzk[;]azg(b —a )
O

Ejemplo 3.5.6 Un resorte se encuentra sujeto a una pared por uno de sus extremos. La constante k del resorte es de
8.3 N/em. ;Cudl es el trabajo que realiza una fuerza F para alargar el resorte 30 cm?

Y Como se puede apreciar en la siguiente figura, la fuerza F alarga el resorte desde a = O hastab = 30 cm:

10
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, x
a=20
000000000000 ——F
; T x
a b=30cm
El trabajo esta dado por la expresién
b
W = / kx dx.
a

Evaluando la integral:

b 30 X2 30 8.3
/ kx dx = (83)x dxr = 83)—| = (—) (30> —0%) =
a 0 2 0 2

=3735Ncm = 37.35Nm = 37.35],

que representa el trabajo que realiza la fuerza F para estirar el resorte 30 cm.

Ejemplo 3.5.7 Un resorte con una longiutd natural de 8 cm se encuentra suspendido por uno de sus extremos.

Al aplicar una fuerza F = 45 N el resorte se alarga 3 cm. ;Cudl es la energia necesaria (trabajo) para estirar el resorte
3 cm mds?

Y Sesabe que la fuerza para alargar o bien para comprimir un resorte una longitud x, sin llegar a su limite
de elasticidad, es directamente proporcional a dicha longitud. Esto es:

F = f(x) =kx,
donde k es la constante del resorte. Por la informacién del problema:
F=kx = 45=k(0.03) = k = % = 1500 N/m.
Con lo anterior, la fuerza necesaria para estirar el resorte una longitud x es
F = f(x) = kx = (1500)x.

En la siguiente figura se muestra el resorte en tres momentos diferentes: con su longitud natural, estirado
3 cm y estirado 6 cm:

11
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3em [———— - - — T T

6cm [ ———— -1 - . A

F = (1500)x
X

Si el trabajo que realiza una fuerza para estirar el resorte desde a hasta b es

b
/ (1500)x dx,

entonces:

0.06
/ (1500)(x) dx
0

.03

representa la expresion para calcular el trabajo que realiza la fuerza para estirar el resorte desde 3 cm hasta
6 cm, es decir, 3 cm maés.
El procedimiento para calcular integral es el siguiente:

0.06 240.06
1500
/ (1500)x dx = 1500 [x—] = ——[(0.06)> — (0.03)?] =
0.03 2 0.03 2

1500

= 7(0.0027) =2.02507].

Ejercicios 3.5.1 Trabajo. Soluciones en la pdgina 14

1. Una masa de 3.5 kg suspendida de un resorte, lo alarga 4 cm. Si la longitud natural del resorte es de
25 cm, jcudl es el trabajo que realiza una fuerza para estirar el resorte 10 cm? y ;cudl es el trabajo para
que el resorte, de su longitud natural de 25 cm llegue hasta 32 cm?

2. Con una fuerza de 30 N, se comprime un resorte 7 cm. ;Cuadl es el trabajo que realiza una fuerza para
comprimir el resorte de su longitud natural de 80 cm a una longitud de 70 cm?

3. Cuando se aplica una fuerza de 8 N a un resorte, este se estira 50 cm. ;Cudl es el trabajo que se realiza
para estirar el resorte de su longitud natural de 3 m hasta 3.5 m? ;Cuél es el trabajo de una fuerza que
comprima el resorte 50 cm? Compare las respuestas.

4. Labase circular de un recipiente cilindrico tiene un radio de 75 cm. La altura del recipiente es de 2 m
y este se encuentra lleno de agua. ;Cudl es el trabajo para bombear el agua hasta una altura de 5 m
con respecto a la base del recipiente?

5. Un cono circular recto invertido tiene 2 m de altura y en la parte superior el didmetro es de 1.5m. Siel
cono contiene agua y la altura de la superficie del liquido es de 1.8 m, ;jcudl es el trabajo para bombear
el liquido hasta la parte superior del recipiente?

12
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6.

10.

El recipiente que se muestra en la figura con forma de cilindro recto tiene 3 m de largo y 1.5 m de
altura. Si la mitad del recipiente estd lleno de agua, ;cudl es el trabajo que realiza la fuerza para
bombear el agua a la parte superior del recipiente?

Una cadena de 10 m de longitud pesa 20 kg/m y esta extendida en el suelo. Calcular el trabajo que se
requiere para levantar un extremo de la cadena a una altura de 10 m y quedar asi totalmente extendida
en el aire.

Una alpinista tiene que jalar 20 kg de equipaje que cuelgan verticalmente de una soga de 20 m, la cual
pesa 0.2 kg/m. Calcular el trabajo que realizaré la alpinista para subir el equipaje.

Un contenedor esférico, cuyo radio tiene una longitud de 2 m, contiene agua de mar cuya densidad
media aproximada es de 1027 kg/m?. Si la altura del nivel del liquido es de 3.5 m, ;cudl es el trabajo
para bombear el agua hasta la parte superior del tanque?

Un tanque con la forma de un paraboloide de revolucién tiene 10 ft de altura y 4 ft de radio en la
parte superior. Suponiendo que dicho tanque esté lleno de aceite de oliva que pesa 57 Ib/ft3, calcular
el trabajo que se requiere para bombear todo el aceite a la parte superior del contenedor y asi vaciarlo
por completo.

13
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Calculo integral

Ejercicios 3.5.1 Trabajo. Prequntas, pigina 12

14

L .

4.29197;
0.0214].
27, 27J.
138.69 kJ.

2.10307.

® N oo

5.4764K].
827.719].

1000].
4.312KJ.

9. 670.444 K].
10. 34007 1b-ft.
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