CAPITULO

3

Aplicaciones

3.4 Longitud de curvas

Entre los problemas que dieron origen a la integral, mencionamos en el capitulo 1 el de calcular la longitud
de una curva, dada como la grafica de una funcién y = f(x) continua en un intervalo [a, b].

y
y=f(x)

Para aproximar el valor de la longitud de la curva, tomamos una particién del intervalo [a, b]:
a=Xx9<Xx1<X2<...<x,=0b.

Después con los puntos [xo, f(x0)], [x1, f(x1)], ..., [Xr. f(xs)] se traza una linea poligonal cuya longitud
se calcula como la suma de longitudes de los segmentos desde [x;_1, f(x;—1)] hasta [x;, f(x;)] en donde

i =1,2,...,nysesuman dichas longitudes como sigue:
n n R . 2
D Vi —xic)? + [f ) — fa-)P =) 4 [1+ [m;)_—){()?_l)] (X —xio1) =
i=1 i=1 i i—
= T+ If/GH1 - Axi. 3.1
i=1
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2 Calculo integral

En esta tltima suma Ax; = x; — x;_1; x} denota un punto del intervalo [x;_1, x;] para el cual se cumple el
teorema del Valor Medio para derivadas, es decir:

fxi) — f(xi—l)‘

Xi — Xi—1

&) =
Es preciso subrayar que la funcién f(x), de la que deseamos calcular la longitud de curva, debe tener

derivada continua en («, b).
Como vemos, la suma en (3.1) es una suma de Riemann que aproxima la siguiente integral:

n b
tim >\ ax = [ VIFTTP d

Ax—0 =1
En conclusion:

e Siy = f(x) es una funcién continua en [a, b] con derivada continua en (a, b), entonces la longitud de
lacurvay = f(x)en|a,b]es

b
Liflab) = [ VIFTGF dr. (32)
Ejemplo 3.4.1 Si f(x) = gx — 2, calcular la longitud de y = f(x) en el intervalo [0, 5].

3 3
¥V Lafuncién f(x) = Ex — 2 es claramente continua en el intervalo y su derivada f'(x) = 3 también. Por

lo tanto:

/ 2
L(f,[O,S])z/OS 1+(§> dxz/oswl+zdx=\/§/osdx=¥.

Ejemplo 3.4.2 Si f(x) = mx + b, calcular la longitud de y = f(x) en el intervalo [c, d].

¥V Lafuncién f(x) = mx + b es continua y tiene por grafica una recta; su derivada es f'(x) = m, también
continua en cualquier intervalo, por lo tanto:

d d
L(f,[c,d])z/ \/1+m2dx=\/l+m2/ dx =V 1+ m2(d —c).

Observe que d — c es la longitud del cateto horizontal en el tridngulo que se muestra. Si 6 denota el 4ngulo
de inclinacién de la recta, entonces:

2



3.4 Longitud de curvas 3

L
d—c

En la ecuacién de larecta y = mx + b, la pendiente m es precisamente la tangente del 4ngulo de inclinacién,
m = tan; por una identidad trigonométrica conocida:

=sech, obien L = (d — ¢) sech.

1+t 0 =520 = V1+m2=+1+ta2 6 = Vsec2 0 = | sech |,

asi que la longitud obtenida con la integral concuerda con esta observacion:

L(f,[c,d]) =vV1+m2(d —c) = (d — c)sech.

3
Ejemplo 3.4.3 Para la funcién y = x2 determine la longitud de curva desde x = 0 hasta x = a > 0.

3
¥ Observe que la curva no estd definida para valores negativos de x, pues x2 = +/x3, pero es la gréfica

31 3
de una funcién continua en [0, a] cuya derivada f'(x) = Ex 2 = 3 x es también continua en [0, a].

Por la férmula (3.2) obtenemos:

a 2 a

S ———————
u—l—i—%Tx; duzgdx
3 9 3
1+2T”J_ 4 4/“’27“ Ly, o 2 R AT
= u-— U = — u U = ——— = — _ —_
' 9 9./, 93 |, 27 4
2

3
1

Ejemplo 3.4.4 Calcular la longitud del arco de curvay = % + o desde x =1 hasta x = 3.

x



4 Calculo integral

3 2
X 1 1 1
Y La funcién f(x) = — + 7 tiene la derivada f/(x) = — — oE = E(x2 — x72), que es continua en el
x

intervalo [1, 3], por lo que podemos usar la férmula (3.2) para obtener la longitud de arco deseada. Primero,

2
1+ [f’(x)]2 =1+ B(x2 —x_z)} =1+ %(x2 —x2 =1+ %(x4 222+ =

44 x*—2+x7* _ xt 424 x4 _ xtF2x2x 2t _ (x2+x72)%
4 n 4 n 4 n 4 ’

Por lo tanto la longitud es
3 3 2 4 —2)2 3.2, -2
L:/ 1+[f,(x)]zdx:/ de:/wdxz
1 1 1 2
1L/x® x )\ |?

) 2]

O
Ejemplo 3.4.5 La funcién y = f(x) = «~/1 — x? tiene por grifica la semicircunferencia superior de radio 1 con

centro en el origen, y estd definida para —1 < x < L.
¥

y=f(x)=+v1-x2

Calcular la longitud de esta curva.

Y Lafuncién f(x) = v1 — x2 es continua en todo el intervalo [—1, 1]. Su derivada es

—X
VI—x2

que es continua en (—1, 1). Podemos entonces aplicar la férmula (3.2) para el intervalo [-1, 1]:

1 1 —x 2 1 xz
L(f,[—l,l])=/_1\/1+(f’(x))2dxz/_l 1+(ﬁ) obc:/_1 e
_ Lol —x2 4 x2 _ A _ L dx
_/—1 1—x2 dx—/_l 1—X2dx_/—1«/1—x2‘

Calculamos esta integral impropia dando un € > 0 e integrando en el intervalo [-1 + ¢, 1 —€].

1—¢ dx
——— —arcsenx
/_1+e V1 —x2

S = 50— 3 () =

1—e

= arcsen(l —e) —arcsen(—1 + €) = g(e).

—1te
Cuando € — 07 sucede:
l—e—1- :>arcsen(1—e)—>arcsen1=%;
—1+e— -1t = acsen(—1+¢€) — acsen(—1) = —%.
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Luego entonces,

i
lim g(e) = lim [arcsen(l —e) —arcsen(—1 +€)] = — + T T =
e—>0t e—>0t 2 2
:> 1, 1-e / converge a
im T =
e—>0t 1+e*/1—x2 ,/1_x2
= [ s
—— =
-1 4/1—x2
Por lo tanto, la longitud de la semicircunferencia y = +/1 —x2con —1 <x < 1les
= [
V11— x2
O
x2
Ejemplo 3.4.6 Para la elzpse + y% = 1, escribir la formula para encontrar la longitud de la porcion de la curva
entrex =c&x = d,donde—a <c<d<a.
¥
1
[ |
[ [
+ S x
—a c d a
-1
v
Como necesitamos una funcién y = f(x), despejaremos de la ecuacién de la elipse:
x2 2 2 Jaz = x2
x x a? —x
= I W i IRy R S
a a a a

Podemos tomar la raiz positiva para tener una funcién, pues el andlisis para la raiz negativa es similar. Por
lo tanto

a2 — x2
y=fx)=—",
a
es continua en [—a, a] y su derivada es
—Xx
') = ——=.
ava? — x?
que es también continua en (—a, a). De aqui:
+[f’(x)]2— N x2 _a?@—xH)+x*  at—a?x?+x? a4+ (1—-a?)x?
aZ(az _ x2) - aZ(az _ x2) - aZ(az _ x2) - aZ(az _ x2)
Entonces,
L(fle.d)) / a* + (1 —a?)x? d 1 (4 |a* + (1 —a?)x?
; ) = T A5, A5 AN X = — - A5 A5
a?(a? — x?) aJe a? — x2

Esta integral, que no puede ser evaluada por métodos elementales, pertenece a la clase de integrales elipticas.
O



6 Calculo integral

Ejercicios 3.4.1 Longitud de arco. Soluciones en la pdgina 7

1 3
1. Determinar la longitud de arco de la curva y = 3 (x* +2)2, desde x = v2 hastax = +/7.
2 3 11
2. Determinar la longitud de arco de la curva y = gxz — Exz, desde x = 1 hasta x = 4.
) ) x3 1
3. Determinar la longitud de arco de la curva y = 3 + e desde x = 1 hasta x = 3.
X
) ) x4 1
4. Determinar la longitud de arco de la curva y = T + a2’ desde x = 1 hastax = 2.
X
56 5 4
5. Determinar la longitud de arco de la curva y = Ex 5 — ng ,desde x = 1 hasta x = 32.

6. Calcular la longitud de arco de la curva 9y = 4 (1 + x2)3, en el primer cuadrante, desde el punto
donde x = 0 hasta el punto donde x = 2+/2.

3
5 4 2 1
7. Determinar la longitud de arco de la curva y = ym (4x5 + 1) ,desde x = o hastax = 1.
X 1
8. Determinar la longitud de arco de la curva f(x) = / t+1+ B df,conl < x <4.
1
) ) x> 1
9. Determinar la longitud de arco de la curva y = 0 + Pl conl <x <2.
X



3.4 Longitud de curvas

Ejercicios 3.4.1 Longitud de arco. Preguntas, pigina 6

1. 6.46215u. 4. 3.84375u. 7. 1.40625 u.
2. 5.16667 u. 5. 53.4236u. 8. 6.66667 u.
3. 8.83333u. 6. 17.9134 u. 9. 3.24583 u.
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