CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.8 Combinacién de métodos de integracién

2.8.1 Introduccion

En las secciones anteriores hemos tratado con tres métodos de integracién: cambio de variable, por partes
y fracciones parciales y algunas técnicas de integracion que hacen uso de identidades trigonométricas.

Mediante los métodos y técnicas de integracion hemos aprendido a calcular familias de integrales:
/x"e”x dx: /x"senax dx: /x" cosax dx;
/x'lnax dx: /sen’x cosx dx: /cos’xsenx dx:

/tan’xseczx dx: /e“x senkx dx; /e”x coskx dx;

entre otras. En esta seccién trataremos con integrales que no son del estilo de las ya tratadas, pero que
pueden ser llevadas a estas después de haber aplicado un cambio de variable adecuado, o bien después de
haber integrado por partes.

2.8.2 Cambio de variable y luego integracién por partes

Integrales de la forma

/enV”J”b dx; /sen vax + b dx;
/cos«/"ax+bdx; /In«/"ax+bdx donden e N &n > 2.

1.canek.azc.uam.mx: 13/ 1/ 2017



2 Calculo integral

Al aplicar un cambio de variable apropiado, la integral original se convierte en otra integral en donde el
integrando no contiene dicha raiz.

1
Vax+b=y = ax+b=)" = x=-0"-b & dx:gy"_ldy.
a
Luego,
o /enV”“'b dx = /ey (zy"_l dy) = z/y”_ley dy.
a a
n n n—1 n n—1
e [sen+ax+bdx = (Seny)(gy dy):; Yy seny dy.

. /cos Vax +bdx = /(COSy) (zy”_l dy) = ﬁ/yn—l cosy dy.
a a
Obtenemos aqui integrales que se calculan aplicando el método de integracion por partes n — 1 veces. Es

decir, después de un cambio de variable adecuado, hemos obtenido integrales pertenecientes a grandes
familias que se calculan mediante integracién por partes.

Ejemplo 2.8.1 Calcular la integral /e V233 gy,

Y Si+/2x—3=y, entonces2x —3=y? = x = (y2+3) & dx = ydy.

| =

Luego,
/emdxz/eyydy =/yeydy.
Aplicamos integracién por partes, tomando
u=y&dv=e’dy = du=dy &v=e¢e’.
Entonces,
/emdx=/yeydy=yey—/eydy=yey—ey+C =@-De’+C = («/ﬁ—l)e“/b‘—_3+c
O

Ejemplo 2.8.2 Calcular la integral / cos /x dx.
Y Si 3/x =y, entonces x = y* & dx = 3y?dy. Luego,

/cos Yxdx = /(COSy)3y2 dy = 3/y2 cosy dy.
Aplicamos integracion por partes, seleccionando
u=y>& dv=cosydy = du=2ydy&v=seny.

Entonces:
/yZCOSydy=yzseny—/(seny)Zydy=y288ny—2/ysenydy.

De nuevo por partes:
u=y&di=seny = di =dy&v=—cosy.
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Obtenemos:
/yzcosydyzyzseny—Z/yser1ydy:yzseny—Z[—ycosy+/cosydy] =
=yZseny 4+ 2ycosy —2seny + C.
Por lo tanto,
/cosﬁ/fdx:3/y2003ydy:3[yzseny+2y003y—238ny] +C =3(y*-2)seny +6ycosy +C =

=3 [(¥%)" = 2| sen /x + 6 3/xcos Y + € =3[ V2 2| sen /¥ + 6 /xcos Y + €,

2.8.3 Integracion por partes y luego otra técnica

Integrales de la forma

/x” arcsen x dx; /x” arccosx dx; /x” arctan x dx;

/ x" arccot x dx; / x" arcsec x dx; / x" arcesc x dx, donde n es un entero no-negativo.

Aqui conviene aplicar integracién por partes seleccionando

dv=x"dx &u =arc__.

° /x” arcsen x dx.

xn+1 xn+1 dx
n
x" arcsen x dx = acsenx — [ ——— =
/ n+1 /n+1~/1—x2
N ————

u = arcsenx & dv=x"dx;
n+1
du = dx & v=x .
V1 —x2 n+1

xn+1 1 xn+1
= arcsen x — dx.
n

Ahora, por sustitucion trigonométrica:

x=snf = dx =cosfdd & ~1—x2=+1—sen?d = cosb.

Luego,
xn+1 1 xn+1
"arcsenx dx = arcsenx — dx =
/x S n+1 * n+1) J1—=x2

n+1 1 Senn+19

_ arcsenx — / (cosf df) =
n+1 n+1 cost
xn+1 1

= arcsenx——/sen”“@d@,
n+1 n+1

donde n + 1 es un entero positivo que puede ser par o impar.



Calculo integral

° /x” arccos x dx.

xn+1
/x” arccosx dx =
n+1

1
arccos x + —/%n”“@ de.
n+1

Se obtiene de manera andloga al caso anterior.

° /x” arctan x dx.

xn+1 xn+1 dx
/x" arctan x dx = arctanx—/—— =

n—+1 n+114+ x2
——— —

u=arctanx & dv=x"dx;

dx xn+1
& v =

du = .
1+ x2 n+1

ot 1 ot
= arctan x — /—dx,
n—+1 n+1J) x2+41

n+1

X
donde n + 1 es un ntimero natural y donde ———
X

L esuna divisién de polinomios.

° /x" arccot x dx.
n+1 xn+1

n . 1
x"arccot x dx = arccotx + —— [ ———dx
n+1 n+1) x2+1

Se obtiene de manera anéloga al tltimo caso.

° /x” arcsec x dx.

n+1 n+1
/x”arcwcxdx = arcsec x / =
n+l n+1x XZ 1
N ——— —
U = arcsecx & dv=x"dx;
dx xn+1
du=—— & v = .
xa/x2—1 n+1

xn+1

1 X
= arcsecx —
n+1 . n+l/«/_x2_l

dx.

Ahora, por sustitucion trigonométrica:

x=5x0 = dr =sch-tand dfd & ~Vx2—1=+/sec20 —1 = tan.

Luego,
n+1 sec 0
/x”arcwcxdx: al arcsecx — / (secH -tanf)db =
n+1 n + 1
xn+1
= ar 10 de,
n+1
donde n + 1 es un natural, que puede ser par o impar.
° /x” arccsc x dx.
xn+1
/x” arccsc x dx = 19 dg.
n—+

Se obtiene de manera andloga al tiltimo caso.
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Ejemplo 2.8.3 Calcular la integral /x2 arcsen x dx.

Y Primero aplicamos la integracién por partes

/xzarcsenxdx —(arcsenx)x—3—/x—37dx_—
= 3 T
N ———— —
u = arcsenx & dv=x“dx
dx 3
== & VT3
al arcsen 1/ a d
=— X—= [ ——dx
3 3 V1—x2

Ahora, por sustitucion trigonométrica:

x=snf = dx =cosfdd = ~1—x2=+/1—sen26dx = cosb.
Luego,
x3
cosf d@—/sen 9d9—/sen29 senfdf =
/«/l—x2 / ( )
:/(l—cosze)senédéz/(l—yz) (=dy)  (paray = cosf)

1 1 1
:/(yz—l)dy:§y3—y+C1 :—co§9—cos€+C1 =§(cos39—30039)+C1 =

:%(00329—3)00394—6‘1:%[(1_)()_3]4/1_x2+C1: 3(x +2) /1_x2+C1
Por lo tanto,
/ 2 arcsenx d —x—38rcsenx——/x7dx—x—3arcsenx—l —l(x2+2) T—x2| +C =
X xdx = 3 3 —dv =3 313 _
3
=%arcsenx+é(x2+2)«/l—x2+c,

Ejemplo 2.8.4 Calcular la integral /x3 arctanx dx.

Y Primero aplicamos la integracién por partes

4 4 4 4
3 X x* dx X 1/ X
arctanx d = (actanx)— - | =———— = actanx — - [ ——dx
/x e (arctenx) 7 /41+x2 4 YTd) et

——

u = arctanx & dv=x3dx;

4
duzd—x & v=x—.
1+ x2 4

Efectuando la division:
X 2 1
x24+1 X241

Por lo tanto,

3 x* 1 2
/x arCtande:TarCtanx_Z/ x“—1+4+

4 x?
X arctanx—?+x—arctanx + C.

d —x4arctan e +actanx| +C =
X = 4 X 4 3 X X =

FNI
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Ejemplo 2.8.5 Calcular la integral /x arccosx dx.

¥ Primero aplicamos la integracién por partes

/xarCCOSxdx
N ——— ——
U = arccosx & dv = xdx;
dx x2
du = — & v=—.
V1—x2 2

x? x2  dx
= (arccos;c)? -

T2 Vi-e 2

Ahora, por sustitucion trigonométrica:

x2 1 x2
— arccosx + 3 dx.

V1 —x2

x=sn60 = dx =cosfdf = V1—x2=+1-sn26 = cosb.

Luego,

/ x?2 / sen26
—dx= | ——
V1 —=x2 cosf

_ 1
2
Por lo tanto,

2

X
/x arccosx dx = 5 arccosx +

2

[9 - %(ane cos@)] + Cy

1/ x2
L
2) V1—x2

1
%arccosx+zarcwnx—§«/1—x2+c.

(cosf)df = /%nze dg = /%(1 —c0s26)df =

1
E[9—$n9 cosf] + C;

x? arccosx +
= — X —
2 2

Ejemplo 2.8.6 Calcular la integral /x3 arcsec x dx.

¥ Aplicamos primero integracién por partes.

1 1
— 16— = 20 C
2[ 2Seﬂ }4— 1

:%[arcsenx—xﬂ} ey

! (%) (arcwnx—xﬂ) +C =

/x3arC$dex —(armx)ﬁ /x—4d7x—x—4ar0$0x L dde _
4 4 xJx2—1 4 4) Jx2-1
N ———— —
U = arcsecx & dv=x3dx;
4
duzdix & v="1o
xv/x2-1
4 1 [, xdx
= —acsecx — —
4 4 x2 -1
De nuevo aplicamos integracién por partes:
N 2 N x dx 2 _1 R R 5 1
u=x" & dvzzilz(x —1) 2xdxr = di=2xdx & 0= (x>—-1)2.
x —
Entonces,
4 4 1 1
X 1 x dx X 1 1 1
/x3arC$cxdx=TarC$cx—Z 2 = :Tarmx—z xz(xz—l)z—/(xz—l)zbcdx} =
_x4 1 2 3
:Tarcw:x——[xz(xz—l)z—g(xz—l)z}+C=
x4 | 3
:Tarmx——(xz—l)z+6(x2—1)2+C=
x4 2
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2.8.4 Cambio de variable y luego fracciones parciales

Trataremos integrales en las que el integrando sea, de preferencia, un cociente de funciones y que presente
repeticién de alguna funcién ¢ (x); por ejemplo, exponencial, trigonomeétrica, radical, entre otras.

Al tener una funcién ¢ (x) repetida en el integrando se sugiere aplicar el cambio de variable u = ¢(x).
Ejemplos de estas integrales son:

/ e* dx /2€2x+€x+1 senx
; dx; —  dx.
e2x —3e* 42 e2x + 1 cosx + cos?x

e dx
Ej lo 2.8.7 Calcular la integral | ———.
jemplo 2.8.7 Calcular la integra /er e 12

Y Como ¢** = (e*)?, entonces en el integrando hay una repeticién de la funcién ¢(x) = e*. Por esto,
pensamos en el cambio de variable ¥ = ¢*. Conu = ¢* = du = e* dx y ademads

/ e dx _/ e dx _/ du
e —3e¥+2 | (e¥)?—3(e*)+2 J u2-3u+2

Ahora aplicamos fracciones parciales.

1 1 4 B Aw-2)+Bu-1)
u2—3u+2_(u—l)(u—Z)_u—1+u—2_ u—1)Wu-2)

Igualando polinomios del numerador:

1=Awu—2)+Bu—1). *)

Usandou =2en(*) = 1=A40)+ B(1) = B=1.
Usandou =len(*) = 1=A(-1)+B0) = —-4A=1= A=-1.

Luego,

Entonces,

1 1 1 du du
W2 —3u+t2 N = - = -2)— —1 =
/u2—3u+2 /(u—Z u—l)du /u—z /u—l In(u —2) — In(u Y+ C

Por lo tanto, como u = e¥,

/ e*dx —n e* -2 LC
e2¥ —3eX +2 e¥ —1 ’

. : 2 +e* +1
Ejemplo 2.8.8 Calcular la integral / EEPTTIE dx.
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Y Como e?* = (e*)?, entonces en el integrando hay una repeticién de la funcién exponencial ¢(x) = e*.
Esto nos sugiere el cambio de variable u = e”*.

d
u=e*¥ = x=Ilnu & dx:—u
Luego,

202 4 e¥ 4+ 1 _ 2% + (e¥) + 1 _ 2u? 4+ u+1 [du _ 2u+u+1
——dx = dx)= | ——— )= ] ————du
e2x 41 (e.x)2 +1 u?z +1

u u?+1)
Ahora aplicamos fracciones parciales.
2u? +u+1 A Bu+C AW?+1)+ (Bu+Cu
————du=—+ =
u?+1) u u? +1

uw?+1)
Igualando los polinomios de los numeradores:

20 +u+1=(A+ Bu?+ (Cu + (A).
Igualamos coeficientes de términos semejantes:

A+B =2, C=1,;

A=1.
Entonces:
B=1, C=1;, A=1
Luego,
2u+u+1 A Bu+C 1 u+l
u@2+1) u o w241 u w41’
Por lo tanto, como u = e¥,

/2e2x+ex+1d / 1+u+1 q / 1+ L 1 q
—_—Ox = — u = — — — U =
e2x 4+ 1 u  u2+1 u  u2+1 w241
1 1
=Inu+In(u? +1) +actanu + C = Ine* +In(e** +1)2 4 arctan (¢¥) + C =
=x +Inve?* + 1+ actan(e™) + C

O
sen
Ejemplo 2.8.9 Calcular la integral / S LLE—
cosx + cos?x
Y Tenemos:
d—(COSx) = —senx = (senx)dx = —d(cosx).
x
Observe una repeticién de la funcién cosx en el integrando. Por esto aplicamos el cambio de variable
y = COSX.
/ senx —d(cosx) / —dy / dy
————dx = = = — .
coSx + cos?x (cosx) + (cosx)? y+»? y + y?
Ahora aplicamos fracciones parciales:

11 _§+ B Al+y)+By (A+B)y+(4)
y+y2 yd+y) oy 14y y(1+y)

y(1+y)
l1=(A+B)y+(4) © A+B=0 & A=1& A=1 & B=-I.
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Luego,

Por lo que,

dy /(1 1 ) /( 1 1) 14y
- =—[(-———)dy= — — —Jdy=Inl+y)—Iny+C =In[ —= ) + C.
/y+y2 y 14y I+y 'y y

Por lo tanto,
sen d 1 1
/7xdx=—/ Y =|n(ﬂ>+cz|n(—+1>+cz
COSx + COS2x Y+ y? y y

1
:In(—+l> 4+ C =In(secx + 1) + C.
COSX

Vx+1+2 .
+1)2-Vx+1

Y Es notoria la repeticiéon del radical +/x 4+ 1 o bien de (x + 1). Optamos por eliminar el radical, por lo
que aplicaremos el cambio de variable /x 4+ 1 = y. Veamos:

Ejemplo 2.8.10 Calcular la integml/(
x

Vitl=y = x+1=y* =2 x=y>—1& dx =2ydy.

Luego,

Vx+14+2 y+2 2y(y +2) 2y(y +2) 2(y+2)
dx= [ ——@Qydy)= | ———dy= [ ———=dy= [ ———dy.
(r+1)2=Vx+1 ) -y yE=y y(?=1 y -1
Aplicamos fracciones parciales a continuacion

2(y+2) 2y + 4 A4 N By+C AV +y+1)+By+CO)(y—1)
-1 O-D0O*+y+D y—-1 y2+y+1 -DO2+y+1 ’

2y +4=A(*+y+1)+B (> —y)+Cy—1)

2y 4+4=(A+B)y* +(A—B+C)y+(4A—-C);

A+B=0; A-B+C=2;, A-C =4

B=-4; A-B+C=2 C=A4A-4

A—(—A) +(A—-4) =2

A+A+A=2+4

34=6 = A=2;

A=2=B=-A=-2 & C=A-4=2—-4=-2.

Luego,
2(y+2)_ A By +C 2 -2y -2 2 2y +2

= — + — _ )
y3—1 y—1 y24+y+1 y—1 y2+y+1 y—-1 y24+y+1

Por lo tanto,

Jx+1+2 d = 2(y+2)d _/( 2 2y+42 )d _/( 2 _2y+1+1>d _
G+ —vaigxi ) o1 Y y—1 24yl -1 2ty+1)”
/( 2 2y +1 1 )
y—1 »2+y+1 y2+y+1
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d
:2In(y—1)—|n(y2+y+1)—/ﬁ=
2) i
dy
=In(y =12 —In(y?>+y+1) - S =
/<y+%>2+(§)

—1)?
—n[ry] e b
I (y—l)z] (y+> _
[y +y+1 A V3
B B B | B S B |
_In_(x+2)+m 3arctan< 3 >+K.

Ejemplo 2.8.11 Calcular la integml/«/tanx dx.

¥ Aquino hay una funcién repetida; atin mds, sélo tenemos una funcién +/tanx, la cual tomamos para un
cambio de variable.

2ydy

14 y4

Vianx =y = tanx = y? = x =actany? = dx =

2ydy / Zyz
= = dv.
/«/tanxdx /y(l y4> e y

Ahora aplicamos fracciones parciales, para lo cual factorizamos el polinomio denominador

Entonces,

y4+1=y4+2y2+1—2y2=(y2+1)2—(«/§y)2=(y2+1+«/§y) (y2+1—«/§y)=
=(y2+«/§y+l) (yz—«/fy+1).

Luego,

2y? 2y? Ay + B Cy+D
y = = +

VL (e vay 1) (2= Vay+1) PV EL 2 =V2y 4

(Ay+B)(y2—ﬁy+1)+(Cy+D)(y2+ﬁy+1)

(e Vo o1) (o)

Igualdad que se cumple cuando
2y2:A(y3—«/§y2+y) +B(y2—«/§y+l)+C(y3+«/§y2+y)+D(y2+«/§y+l);
:(A+C)y3+(—«/§A+B+«/§C+D)y2+(A—«/§B+C+«/§D)y+(B+D).

Igualdad de polinomios que ocurre cuando

A+C=0; (Ec.1)
—V244+B+V2C+D=2; (Ec.2)
A—~2B+C + 2D =0; (Ec.3)
B+ D =0. (Ec.4)

10
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Aplicando (Ec. 4) en (Ec. 2) se obtiene

V244 (B+D)+V2C =26 —V24+V2C =2 & -4+ C = V2.

Aplicando (Ec. 1) en (Ec. 3) se obtiene

(A+C)—V2B+ V2D =0« —vV2B+ V2D =0« —B+ D =0.

Tenemos el nuevo sistema de ecuaciones

Sl -

A+C =0; (Ec.1)
—A+C =42 (Ec2)
—B+D=0; (Ec.3")
B+ D=0. (Ec.4)
Ahora bien,
V2ol
Ec.1) + (Ec.2’) = 2C =2 >C=—=— & A=-C=-—
(Ec. 1) + (Ec.2) > =7
(Ec.3') + (Ec.4’) = 2D =0 = D=0 & B=-D=0.
Entonces, la solucién del sistema de ecuaciones es
A= ! B=0; C= ! &D =0
- ﬁa - £ _ﬁ -
Luego,
2y2 —%y+0 N %y+0 3 —%y %y+0
VAL 242y 1 2= V2y+ 1 y2 42y 41 y2 -2y 41
Por lo que,
/ 2y? dy — 1 ydy N 1 ydy .
I «/— yV:2+H2y+1 0 V2  y2—2y+1
_ oalvi[ 2 a-
2«/_/y +«/—y+1 y—«/—y+1

2y+«/— 2y «/— «/—d
_2«/—/y+«/—y+l 2«/—/y—«/—y+l Y=

2y ++/2 V2 2y —+/2
_2«/5/<y2+«/§y+l_y2+«/§y+l>dy+2«/§/<y2—«/§y+1+

:—Lln(y2+«/§y+1)+%/ b - In(yz—«/fy+1)+

242 y2+2y+1 0 242

¥ =2y +1

2

5 In (2= VEren) =i ( e Vi )] 5 ([ e

¥ =2y +1

- ! |n<y2_ﬁy+1>+l/ dy +/ dv =
2v2 \ 2+ V2y +1 2| (y+%)2+% (y—%)2+%

_ ! |n<yj—«/§y+l>+l/ dzy 2"'/ dzy 2
R A R ORI R €

)dyz

Y¥-V2y+1

>=

11



12 Calculo integral

“ran () [ ) amamn (- )] -
:2%In<;j;£iii>+§[arctan(«/§y+l)+arctan(«/§y—1)}+K=

1
:%In(%)z+%[arctan(«/§y+l)+arctan(«/§y—1)]+K=

1
:% In(% 2+arctan(«/§y+l)+arctan(«/§y—l) + K.

Debido a que y = +/tanx, concluimos:

/de:

1 In tanx — +/2tanx + 1
V2 tanx + +/2tanx + 1

1
2
) +arctan(«/2tanx+1)+arctan(«/2tanx—l) + K.

2.8.5 Cambio de variable especial y luego la integral de una funcién racional

A partir de una funcién racional de senos y cosenos, vamos a presentar un cambio de variable que nos
permite convertir nuestra integral en una integral de una funcién racional.

Primero obtendremos un par de identidades en las que se relacionan las funciones seno, coseno y tangente,
para luego ejemplificar el uso de dichas identidades para calcular este tipo de integrales.

e Debido a que

sen2a = 2sena cosa &  Cos2a = costa — sena;
a2 — 20 _ 2sena cosa 2sna, cose 2tana
o = = =

cos2a  COSPa —sen?q e _ sn’a | —tan?aq
co2a co?a

0
Y considerando 2« = 0, es decir « = 5

2tana 2tan 2

tan2o = ——— = tanf = — 2% .
1 —tan?a l—tanzg
senf
Ahora,sim =tan 2 y tanf = ——
ora, sim 2y p—
sen@_ 2m N sen29_ 2m 2_ 4m?
cosf 1—m? cos?f  \1-m2) — (1-m2)?

= (1—-m?)”sen?0 = 4m?c0s*0 = (1—m?)* sen?6 = 4m?> (1 —sen?0) = 4m?> — 4m>se0 =
= (1 —mz)zsenZQ + 4m?sen?6 = 4m? = [(1 —mz)2 + 4m2] sen?) = 4m? =
= [1-2m? + m* + 4m*| sen®0 = 4m* = [1 +2m* + m*] sen®0 = 4m* =
= (1+m?)’sen?0 = 2m)> = (1+m?)send =2m =
2m

= senf = .
1+ m?2

12
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Ademas,

5 5 2m 2 4m?
en?0 +cos’0 =1 = cos’0 =1 —sen®f =1 — =1

- =
1+ m2 (1 +m2)?
- o6 — (1+m?)* —d4m> _ 142m> +m*—4m®> _ 1-2m2+m* _(1-m?)’
(1 +m?)* (1 +m2)? (1 + m?)* (1 +m?2)?
1— 2
= cosf = m .
+ m?2
0
donde m = tan E.Esto es,
2tan 1—tan?d
senezizg & 0039:72@
1+ tan?? 1+ tan??

e Ahora, ejemplifiquemos el uso de estas identidades para calcular integrales.

. dx
Ejemplo 2.8.12 Calcular la integral / .
Sen x + CosSx
\{
2tan% 1 —tan*%
senx = ———=— & CoSx = ———+
1+ tan?5 1+ tan?5
2tan% 1—-tan?s  2tan3 + 1 —tan’3 tan?$ —2tans — 1
= senx + cosx = = - _
1 +ta?s 1 +tan?s 1+ tan?3 tan?3 + 1
1 tan’3 + 1
senx 4+ cosx  tali —2tan¥ —1
dx tan? X + 1
S Pl o st
senx 4+ cosx tan?3 —2tan3 — 1
X
Ahora, utilizando el cambio de variable u = tan —:
X X 2 du
u=tan— = — —actanu = x = 2actanuy = dx = .
2 2 1+ u?

Luego,

/ dx / u? +1 2 du / du
e SR =2 ) -
senx + cosx u2 —2u—11+u? uz —2u—1

Aplicamos fracciones parciales.

u2—2u—1=(u2—2u+1)—2=(u—1)2—(«/§)2=(u—l—«/f) (u—l+«/§) =
1 1
T T () (um 1+ D)

A 5 A(u—1+v2)+B(u-1-12)
u—l—«/j+u—l+«/§_ (u—l—ﬁ)(u—l+«/§)

=

= 1=A(u—1+v2)+ B (u—1-v2) =4+ Bu+ (-1 +v2) 4+ (-1-V2) B =

13



14 Calculo integral

SA+B=0 & (-1+v2)a-(1+v2)B=1=
SB=-4 & (-14+v2)4-(1+Vv2)B=1=
= (—1+«/§)A—(1+«/§)(—A)=1 =

= [(—1+«/§)+(1+«/§)}A=1 = 2/24=1 =

1 1
A= & B=-A= B=
Luego,
1 A B W W 1 1 1
-1 u—1-v2 u—14v2 u—1-v2 u—1+v2 242 [u—l—ﬁ_u—1+ﬁ ’

Por lo tanto,

d du 1 1 1
/WXCOSXZ_Z/m:_Z/Zﬁ[u—l—«/i_u—1+«/§}du:
:_i[ln(u—l—«/ﬁ)—ln(u_l_,_ﬁ)}+K:

232
1
=7 [In(u—l—ﬁ)—ln(u—l+«/§)}+[(:
1 1 -1 2
:—[In(u—l+«/§)—ln(u—l—«/§)}+K=—In ﬂ + K =
2 V2 lu—-1=-2
1 tanZ — 14+ 4/2
V2 |teni-1-42
Esto es,
d 1 tanZ — 1+ /2
senx+cosx 2 |tanfi-1-+42
O
. . dx
Ejemplo 2.8.13 Calcular Ia mtegml/i.
tanx — 1
sen
¥ Porsertanx = x:
coSx
/ dx dx COSx
= = x.
tanx — 1 -1 senx — CoSx
Aplicando las identidades
2tan% 1 —tan*s
senxy=—=— & COSx = ———=,
1 +ta?3 1+ tan?3
se obtiene:
l—tanzg
d cos 1+tan2 1 —tan?
/ AR al dxz/ X —2 xdxz/ 2 dx =
tanx — 1 Sen x — CoSx 2tany 1—tan® 5 Ztang— (1 —tanzg)

2 X 2 X
1+tan 3 1+tan 0]

/ —tan?% + 1 g
- ) taE +2tani -1

14



2.8 Combinacién de métodos de integracion 15

Si ahora aplicamos un cambio de variable:

2 du

u=tany = 7 =actanu = x =2actanu = dxz—z,
1+u

con lo cual:

/ —tan*5 + 1 dx_/ —u? 41 2du _/ —2u* 42 &
ta?% +2tan —1 S u2+2u—1\14+u2) J @®>+2u—-1)@>+1)

Ahora, fracciones parciales:

—2u? 42 Au + B Cu+ D
Wr2u—D2+1) w2+2u—1" w241
= 22 +2=A0+u)+ B> +1)+C > +2u”>—u)+ D (> +2u—1) =
=A+CuP+(B+2C+Du*+(A—C +2D)u+ (B—D).

Esta igualdad de polinomios sucede cuando:
A+C=0; B+2C+D=-2; A-C+2D=0 & B—-D=2.

Su solucién es

Luego,
—2u? 42 _ Au + B Cu+D_
@ 4+2u—1D@2+1) w2+2u—1  u2+1
_ u+1 +—u—1_ u+1 u+1
w24 2u—1 w2+l w2 4+2u—1 u2+1’
Entonces,

/ —2u? 42 du—/ u+1 _u+1 dy —
@+2u—D@2+1) ) [u2+2u—1 u2+1 N

1 (Qu + 2) du 1/2udu / du

“2) wtou—-1 2)wr+1 ) w41

N = N =

In(u2+2u—1)—%In(u2+1)—arctanu+l(:

[u2+2u—1
In|———

1] ]—arctanu+K.
u

Por lo tanto,

dx —tan®% + 1 —2u? +2
_— = % X dx: ) P du =
tanx — 1 tan? 3 + 2tan 7 — 1 W2 4+2u—1)w?2+1)

:% [7”2;2_:’1_1] —arctanu + K =
= %In [tanzgta;;?j??_ 1] —arctan (tan%) + K =
=In[‘a”2§§;§2”§”]%—<§>+f<=
2
= In\/(tan2§+2tan§—l) coszg— (g) +K=

15



16 Calculo integral

= Iny/se®Z +2senl cost — coPL — (f) +K =
2 2 2 2 2

X X X X X
=In,/2sen— cos——(cosz——senz—)—(— + K =
2 2 2 2 2

o fons (5) - (5] - () -

X
=|n+/senx — cosx — ) + K.

O
Ejercicios 2.8.1 Miscelanea. Soluciones en la pdgina 17
2 1 1
1. /eﬁdx. x3 —-2x3 +1 16. [ xarctan | —— | dx
9. 7(1)(?. X +1
x+1
2. cos+/x — 1dx. 1
/ * u 0. /2x+3«/x+ 17./xarctan( 5 1>dx.
2x —3J/x +1 Xt
3. /sen Jx dx. o
11 3 cosx q 18 /de
sx fsnx—2 et —1 7
4. /xarcsenxdx.
coSx
5. /xzarctanxdx. € —3e + +4cosx
sec? dx
13. — dx. 20. .
6. /e3“’x+2dx. 3 /tan2x+tanx o senx + cosx + 1
sen2x + 2senx 1—senx
14. —dx. . — dx.
7. /xzafmxdx- coS’x + cosx 21 /1+senxdx
2c0sx —5senx
8. [ arctan dx. 15. / 22. /—d .
/ Vrdx (ex—l)(e2x+1) 3cosx + d4senx

16
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17

Ejercicios 2.8.1 Miscelanea. Preguntas, pagina 16

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

2 (Jx—1)eV* 1 C.
. 24/x—1sens/x —14+2cos+/x—1+C.
. —3(v3 x2—2) COS«/3 x2+6v3 x2 sen v3 x2 +C.

1

2 2

1 1
.—<x2——)arcsenx+zxvl—x2+c.
1 4 1, 1 2
. zx?arctanx — —x* + —In(x* +1) + C.
3 6 6
3 [?/(x+2)2—23/x+2+2]e3vx+2+c.

) %x3arcsecx—é[x«/xz—l—i-ln(x—i-«/xz—l)] +C.
. (x + Darctan /x — /x + C.

1 4
3 1
1 2 <x3 +1) 23— 1
.%<x§—2) fin|—~——Z2 | 4 Bactan [ = +C.
2 1 V3
x3 —x3+1
2 3, [(VxFi-2)"°
(VX+1+3) 4+ ZIn|———x——
5 2dx+1+1
n [C(senx — 1)
| senx+2 |
O ek 2
n| € =21
| e¥—1
Ctanx
In| ———|.
Ltanx + 1
In (1 + sec?x) — 2arctan(cosx) + K.
'K(ex—l)]
In | ——="| + arctan(¢”).
N (e*)

1 1 1
2
arctan 1 In 1)2 1 C.
X < 1)+ (x+1 Vx+1)Z2+1+

%xzarctan< )—{—%In (x2+1)2+1—%arctan(x2+l)+c.

x2 +1
e2* —1

In|———
e2x 41

+ K.

1 5 1 X
—x——arctan| —tan— | + K.
4 6 3 2

In [K (tan% + 1)]

—-x - —— t+K.
tan - + 1
2+

23 14
— In[—3cosx —4senx] — —x + K.
25 25

17
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