CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.7 Integrales impropias

b
Hasta aqui, al referirnos a la integral definida / f(x)dx consideramos que f es una funcién continua

a
en un intervalo cerrado [a, b], el cual tiene una longitud finita b — a. Es decir, para la integral definida
b

f(x)dx se exige el cumplimiento de dos requisitos escenciales: la continuidad de la funcién f en todo

a
el intervalo de integracién y ademas que dicho intervalo sea cerrado. Son estas caracteristicas las que dan
sustento a la definicién de la integral de Riemann:

b n
/ Jx)dy = lAliranZ fei)Ax;.
a x|— =

La finitud del intervalo [a, b] nos permite obtener un ntimero finito n de subintervalos [x;_1, x;] y todos

de longitud finita Ax; = x; — x;_1; y la continuidad de f en todo el intervalo cerrado [a, b] nos permite

asegurar la existencia de cada ntiimero f(c;) para x;—1 < ¢; < x;; coni = 1, 2, 3,..., n. Entonces, tiene
n

sentido hablar de la suma de Riemann Z f(ci)Ax;, ya que independientemente de la particion realizada,
i=1
cada término f(c;)Ax; esta bien definido.

b
Si ademads de ser continua, f(x) > 0 para cada a < x < b, entonces la integral definida f(x)dx puede

a
ser interpretada como el area de la regién del plano limitada por la curva y = f(x) ylasrectasy = 0,x = a,

x = b. En general, para f continua en [a, 0], la integral definida / f(x)dx puede interpretarse como una

a
suma algebraica de dreas (sumandos positivos); o bien, como una suma algebraica de ntimeros (positivos o

b
negativos) . En cualquiera de los casos, la integral definida / f(x)dx es un ntimero real fijo.
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2 Calculo integral

Ahora trataremos con integrales definidas en las que no se cumple la continuidad de la funcién f en un
intervalo cerrado [a, b]; es decir, trataremos con integrales definidas donde no se cumple al menos una de
las dos condiciones: continuidad de la funcién en el intervalo de integracién y finitud del intervalo de
integracion.

e Denominamos integrales impropias aquellas que cumplen:

1. Elintervalo de integracién tiene longitud infinita, seccién 2.7.1.

2. Elintegrando f tiene una asintota vertical en el intervalo de integracién, secciéon 2.7.2 (pag. 7).

+00
2.7.1 Las integrales impropias /

a

+o00

b .
£() dx,/ £() dx,/ £ d

(o ¢]

Vamos a considerar cada uno de los casos.

+o0
i. ¢Cémo calcular f(x)dx?

Suponiendo la continuidad de la funcién f en el intervalo [a, 00), se puede asegurar que f es continua
en el intervalo cerrado [a, r] parar > a.

Aqui procedemos de la siguiente manera.

r
e Primero, calculamos la integral definida / f(x)dx, la cual resulta ser una funcién g(r).
a

e Segundo, se permite a r crecer indefinidamente y se calcula

lim g(r) = 11141_1 / f(x)dx.

r—>+o00

e Se concluye segtn sea el resultado del 11141_1 g(r).

+o00

a. Cuando 11141_1 g(r) = L,con L € R, se dice que la integral impropia f(x)dx converge
r—>T00

a
+o00

a Ly se escribe f(x)dx = L. Es decir, en este caso se asigna un valor numérico (L) ala

a
+o00

integral impropia J(x)dx.
+o0

b. Cuando lir}_l g(r) = oo, se dice que la integral impropia f(x)dx diverge a co. En este

a
+o00

caso no se asigna un valor numérico a la integral impropia f(x)dx. Se puede escribir

a
+oo +oo diverge a

f(x)dx = oo, pero teniendo presente que S(x)dx — > 09,yqueco ¢ R.
a a iende a

+o00
Ejemplo 2.7.1 Calcular la integral impropia / e " dx.
0

¥ La funcién f(x) = e~* es continua en todo R, luego es continua en el intervalo [0, +00) y por lo
mismo es continua en el intervalo cerrado [0, r] para r > 0.



2.7 Integrales impropias 3

Calculamos la integral definida / e " dx.
0

r
/ erdx=[—eg=—"— (=) =" +1l=1-¢" =
0
r
= / e tdx=g(r)y=1—¢"".
0

Ahora calculamos lim g(r).
r—-+4o00

1
lim g(r) = 11141_1 (1—-e")= lim (1——>=I—O=1 =

r—+o00 r—+o00 e’
r

= lim e rdx = 1.

r—-+4o00 0

+o0
Entonces, la integral impropia / e " dx converge a 1.

+o0
/ e Xdx =1.
0

+o0
En este caso se asigna el valor numérico 1 a la integral impropia / e " dx.

oo
Ejemplo 2.7.2 Calcular la integral impropia / =
1

7

1
¥V Lafuncién f(x) = —= es continua en todo su dominio Dy = (0, +-00), por lo que es continua en
X

el intervalo cerrado [1, r] para r > 1. Ahora,

/lrj—);z/er%dx: [Zx_%]zzzf—2ﬁ=2f—2,

Es decir,

" odx
— =g(r) =27 —2.
/1 s =
Luego,

lim g(r) = 11141_1 241 —2] = +oo.

r—>+o00

Entonces,
" odx
Ii = I — = .
Jm g(r) = lim | 5=+

oo
x
Por lo tanto, la integral impropia / —= diverge a +oo0.
1

Jx
© dx

* dx diverge a
Es decir, —= ——— 400y podemos escribir / —= = 00.
1 ﬁ tiende a 1 ﬁ

Ejemplo 2.7.3 Calcular la integral impropia / xe ¥ dx.
0



Calculo integral

Y Porser f(x) = xe ?* una funcién continua en todo su dominio R, podemos asegurar su con-

;
tinuidad en el intervalo cerrado [0, ] para r > 0. Determinaremos la integral definida / xe 2 dyx,

0
calculando primero la integral indefinida / xe~?* dx mediante integracion por partes.

1 1 1 1 1
—2x —2x —2x —2x —2x
— N — N dx = —— [ —
/xe dx X ( 26‘ ) / 26‘ X er + ) ( 26‘ ) +C

N —————

u=x & dv=e " Xdx;

du =dx & vz—le_zx.
2

= ——xe 24 C x4+ 1)+ C
Luego,
! 1 r 1 1 1 2r + 1
-2 _ —2x| _ -2 0 _
/0 xe “dx = [—Z(2x+ De XL = —Z(2r+ De ™" + € =1 [1— T, ]
r 1 2r +1
—2x
= dx = =—(1- .
/0 xe x = g(r) 1 ( oo )
Entonces, aplicando la regla de L’'Hopital,
) ) 1 2r+1 1 oo 2r+1 1 . @r+1y
lim g(r) = lim |- — ———| = - — lim =-—lim ——— =
r—00 r—oo | 4 4e2r 4 r—oo 4e2r 4 r—ooo (4@27)
12 PO SN
=-—lim-—=--0=-
4 rooo8e2r 4 4
r
= lim g(x) = lim xe P dx = -
r—>00

r—>00 0

oo
1
En este caso, la integral impropia / xe ** dx converge a 7
0

oo
Por lo tanto, en este caso, la integral impropia / xe?* dx tiene un valor numérico asignado, que es

o0 1
/ xe P dx = -.
0 4

b
ii. ¢Cémo calcular la integral impropia / S(x)dx?

Generalmente la expresion algebraica —r es asociada mentalmente con un ntimero negativo, lo cual es
debido a la presencia explicita del signo negativo (—) y sabemos que esto es cierto (—r < 0) cuando
r > 0. Por simplicidad haremos uso de esta relacién.

Considerando que r > 0 podemos asegurar que —r < 0 y ademds que —r — —oo cuando r — +o0.

Hecha esta aclaracién procedemos a calcular la integral impropia / f(x)dx en el supuesto de que

la funcién f sea continua en el intervalo (—oo, b]. El procedimiento es analogo al efectuado en el caso

anterior. Con f continua en el intervalo (—oo, b] se asegura la continuidad de f en el intervalo cerrado
b

[—r,b] para —r < b y calculamos la integral definida f(x)dx, la cual resulta ser una funcién g(r).

-r
Luego permitimos que r — +o00, para asi lograr que —r — —o0, y calculamos 11141_1 g(r).
r—>1+00

Se concluye, como en el caso anterior, aclarando si la integral impropia converge o o bien diverge.



2.7 Integrales impropias 5

0
Ejemplo 2.7.4 Calcular la integral impropia / e” dx.

—00
Y Considerando r > 0, aseguramos que —r < 0 y ademds que —r — —oo cuando r — +o0.

La funcién f(x) = e* es continua en toda la recta real, por lo que es continua en el intervalo cerrado
0

[—r, 0]. Calculamos la integral definida / e* dx.

—r

0 0 1
/exdxzex = —e T =1-—
—r —r er
Es decir,
0 1
/ efdx=g(r)=1-——.
_r er
Entonces,
) 1
rkﬂr_loog(r) 11141_1oo (1_6_’> =1-0=1.
Esto es,
0
1 Ii Ydx = 1.
A s)= lip | et

—r
0 0
Por lo tanto, la integral impropia / e” dx converge a 1 y escribimos / e*dx = 1.
—00 —00
0
En este caso se asigna un valor numérico (1) a la integral impropia / e* dx.

O
1 dx
Ejemplo 2.7.5 Calcular la integral impropia T
¥ Considerando r > 1 aseguramos que —r < —1 y ademads que —r — —oo cuando r — +o0.
1
La funcién f(x) = 3—ﬁ es continua en el intervalo cerrado [—r, —1].
Calculamos la integral definida o
u inte efini —-—.
& N
L e 3 2|70 3, !
3 = _x3 = |V/x2 =
/_, =), = z[xH_,
3 3 3
2132 - 3 (2| =2 2 2
-V Ve -3 [ 4 - - )
Es decir, )
_ ~ 3 o
g [dx g(r) = E(l—«/r—)
Luego,
. 3 3/ _ 3 _
i et =t [3(1- 7)) =3 e
Esto es, .
3 dx
Jm s = tm | T



6 Calculo integral

-1

. . . . X .
Se tiene en este caso que la integral impropia / Nes diverge a —oo.
—o0 VX
1 dx diverge a
Expresado de otra manera, e —00, y podemos escribir —oo teniendo pre-
—00 [ tlendea [

sente que —oo no es valor numérico.

O
+o0
iii. ;Cémo calcular la integral impropia f(x)dx?

Por supuesto, se supone que f es una funcién continua en toda la recta real R = (—o0, 00).
Aqui se considera que para algtn real a fijo:
/ f(x) dxz/ f(x) dx+/ f(x) dx.
e Laintegral impropia / Oo f(x) dx converge cuando ambas integrales / ‘ f(x)dx & / f(x) dx
convergen. - o ¢

e La integral impropia / f(x) dx diverge cuando al menos una de las integrales /_ f(x)dxo

bien / > f(x) dx diverge.

© d
Ejemplo 2.7.6 Calcular la integral impropia /_oo H—% dx.

¥ Tomando al real fijo a = 0 tenemos:

/°° dx _/0 dx +/°° dx
oo 1+ x2 Jo o 14+ x2 o 14+x2

Calculamos estas integrales impropias

a.

© d T d
/ Y _ lim Y = lim [arctanx]], = lim [arctanr — 0] =
0 1+ x2 r—oo J 1+ x2 r—00

4
= lim [arctanr] = —.
r—o00 2

Ent la int 1/°° dx 7
ntonces la mtegra —— converge a —.
& 0o 14+ x2 & 2

1
b. Por ser = —— una funcién par:
er f(x) T2 una funcién p

/ f(x) dx—/ f(x) dx :>/

Entonces la integral / ——— converge a E
+ x2

/°° dx /0 dx +/°° dx 71+71
= = — — = 7JT.
oo 1+ x2 oo 1+ x2 o 1+x%2 2 2

Ejercicios 2.7.1 Integrales impropias. Soluciones en la pagina 13

c. Por lo tanto:
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00 d %) |n o0 X
1. / - 7. / = dx. 13. / C dx
) x4 e x2 0o e¥+ 1
0o 00 o0 X
5 / “de' 8. / 4xe 2 dx. 14. / ppers j —dx
1 X 0 0 ¢
00 *® dx 0
3. d_x 9. / " 15. / Lz dx.
L V3 e x(nx) —o0 ¥
% |n *® xdx ®© e* dx
n / LR 10. / —. 16. / 1o
L x o0 (x2 4 1)2 o L e
o 0 % 2x3
5. /0 9e3* dx. 11. / xZe™ dx. 17 /0 (x2 + 1) dx
0
o 0o 0 2
X arctan x X
6. [ - dx. 12. dx. 18. [ ——dx
w/—oo-x2+1 X ‘/0 x2+1 o w/—oo-xz"_1 g

"a
2.7.2 Integrales impropias / f(x) dx con asintota vertical
Jb

Aqui consideramos integrales impropias del tipo:

b
i. / f(x)dx, con f continua en (a, b] y con x = a asintota vertical.
a

b
ii. / f(x)dx, con f continua en [a, b) y con x = b asintota vertical.
a

b
iii. / f(x)dx, con f continua en [a, b], excepto en ¢ € (a,b) donde f tiene una discontinuidad infinita.
a

¢Cémo proceder para calcular estos tipos de integrales impropias?

En general, para calcular estas integrales impropias, se propone evitar el punto problematico x = a en las
integrales de primer tipo; x = b en las de segundo tipo; x = ¢ en las de tercer tipo.

(Coémo evitar el punto problematico? Guardando una sana distancia de él. Dicha distancia sera lograda
considerando un niimero real positivo §, que servird para denotar una separacion del punto problematico.
Es decir, el ndmero £ > 0 sera utilizado para evitar el punto problematico:

i. x = a, considerando el intervalo cerrado [a + &, b] en vez del intervalo semiabierto (a, b]:

Q
Q
+
m
[ A~

[ BN
S
|
m
S

iii. x = ¢, considerando los intervalos cerrados [a,c — £] y [c + &, b] en vez de los intervalos [a, c) y (c, b]:

7



8 Calculo integral

a cC—€ c c+e€

S ——

e>0 €>0

» S~

Ya sabemos cémo evitar el punto problemético. Ahora procedemos a calcular la integral definida de una
funcién continua en un intervalo cerrado.

b
i. Calculamos / f(x)dx, con f continua en un intervalo cerrado [a+£, b]. Aqui se obtiene una funcién:
a+§

b
g(6) = / LY

b—§
ii. Calculamos f(x)dx, con f continua en un intervalo cerrado [a,b — £]. Aqui se obtiene una

funcion:
b—§

g) = J(x)dx.

a

c—§& b
iii. Calculamos las integrales definidas / f(x)dx & / f(x) dx en los intervalos cerrados [a, ¢ — £]
a c+§&

& [c + &, b], respectivamente. También aqui se obtiene una funcién:
c—§& b
=] swacs [ swar
a c+

Para cada caso tenemos una g(¢§). Ahora proponemos § — 07 y calculamos lim+ g(&). Finalmente, con-
£—0

cluimos aclarando si la integral impropia converge o diverge, asi como en los casos anteriormente ejempli-
ficados. Esto es,

e Si lim+ g() = L, con L € R, entonces la integral impropia correspondiente converge a L;
£—0

e Si lim+ g(£) = oo, entonces la integral impropia correspondiente diverge a oo.
£—0

dx

x—1

5
Ejemplo 2.7.7 Calcular la integral impropia /
1

dx
Y La funcién f(x) = es continua en todo su dominio Dy = (1, +00) y ademds larecta x = 1 es
Vx—1
una asintota vertical para f yaque lim f(x) = lim = +o0.
x—1+ x—>1t /x — 1
) S dx ) ) ) . .
Entonces, la integral NeEsi es impropia con f continua en el intervalo (1, 5]. Evitamos el punto pro-
1 Vx—

blemético x = 1 tomando un ntimero £ > 0 y considerando el intervalo cerrado [1 + &, 5] donde f es
continua.

5 dx
Calculamos la integral definida / _—
8 148 vVx —1
5 dx 5 1 1]° >
= (x=D"2dx=2(x—-1)2 =2v/x—1 =
/1+E Vx—1 14£ 14£ 14£

=2v5-1-2/1+&E-1=2Q2)—-2/E=4-2\/E.
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Se tiene aqui la funcién g(§) = 4 — 2,/¢.

Calculamos lim g(§):
£E—0t

lim g(§) = mn[4—z¢ﬂ:=4—zm)=4.
o+

g—ot
Es decir, X .
x
S O = I e ot
Se tiene en este caso que la integral impropia I converge a 4 y escribimos / T = 4. Esto
V=1 N L Vx—1

es, se asigna el valor numérico 4 a la integral impropia /1 —

O

Ejemplo 2.7.8 Calcular la integral impropia / o 2)2

1
¥ Lafuncién f(x) = (72)2 es continua en todo su dominio Dy = R — {2} y ademads la recta x = 2 es
X —
1
una asintota vertical para f ya que hm fx)= xlfih =2 = +o00, asi como xl_igl_ f(x) = +oo.

4

x
2 (x —2)?
problemético x = 2 tomando un ntimero £ > 0 y considerando el intervalo cerrado [2 + &, 4] donde f es
continua. Ahora bien,

4 4 -1 4
/ dix: (x—2)_2dx=&
2

e (X =22 oyt -1 24& x—2

Entonces, la integral es impropia con f continua en el intervalo (2,4]. Evitamos el punto

2+£
1 1

11
12T 27e2" 27"

e | =
N =

| =

Veamos la funcion g(§) =

e | =

Esta funcion cumple:

11
I = lm |-—-| = 400.
Lm g (®) gfﬂﬁ-[g 2] o

Es decir, \
dx
hm ) = / —— = +o0.
g(s ?;‘—)O“‘ 24£ (x - 2)2

dx
Entonces, en este caso, la integral impropia / G2
2 X

— 2)2

diverge a +o00, y no se asigna un valor numérico a

esta integral impropia.

O
. ) ) . [* dx
Ejemplo 2.7.9 Calcular la integral impropia S
1 —-Xx
1
¥V La funcién g(x) = 5= es continua en todo su dominio D, = R — {2} y ademds la recta x = 2 es
V2—x |
una asintota vertical ya que XIL%‘_ glx) = XIL%‘_ o = +o0.
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2
Entonces, la integral / es impropia, con g continua en el intervalo [1,2). Evitamos el punto
1

dx
J2—x
problemdtico x = 2 tomando un ntimero £ > 0 y considerando el intervalo cerrado [1,2 — ] donde g es
continua. Ahora,

2—§ dx 2—-¢ 1 3 5 |26
= 2—x)3dx=—(2—x)3 =
| ==/ e-» ~2-x 1
3 2 3 2 3
= Sp-e-oi+ie-Di=S®5 4]
- . . 3 3.2
Se tiene aqui la funcién i (§) = 3" E(S) 3.
Entonces: 3 3 3
lim & lim > (1-(§)3) == lim (1—/§2)==2.
Jim ) = Jim 3 (1-©3) =3 tim (1= VF) = 3
Es decir,
> d 3
lim A(f) = lim ==z
£—>0t g0t Jq 2—x 2
2 2
. . . , 3 o dx 3
Por lo tanto, la integral impropia / 3 converge al nimero — y escribimos / 3 =—.
1 2—x 2 1 2—x 2
O
Ejemplo 2.7.10 Calcular la integral impropia / m
1
V¥V La funcién f(x) = G es continua en su dominio Dy = R — {3} y ademds la recta x = 3 es una
- X
1
asintota vertical ya que hm fx) = im Goxp = +o0.
3 x
Entonces, la integral G- )3 es impropia, con f continua en el intervalo [0, 3). Evitamos al punto
0

problema x = 3 tomando un ntimero real £ > 0 y considerando el intervalo cerrado [0,3 — £] donde f es
continua. Ahora bien,

[ [Mamra o AR B
0 0

3—x)3 -2 0 23—x)% |,
_ 1 1 1 1
T 2B-(3-8)2 23-0)2 282 18’
Tenemos aqui la funcién g(§) ! !
1 1 = — — .
ene qui la fu g 2% 18
De lo que se obtiene
1 1
1m g = [252 18] 400
Es decir,
=6 dx
lm —— = +o0.
m g(§) = E—>0+/0 G
Por lo tanto, la integral impropia / (37);)3 diverge a +oo0.
o (3—
O
3 dx
Ejemplo 2.7.11 Calcular la integral impropia/ 3 o
0 VX —

10
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1
¥ La funcién g(x) = es continua en todo su dominio Dy = R — {1} y ademas la recta x = 1 es
Vx—1 :
una asintota vertical de g ya que hm X lim =—o00o& lim = 400
gyaque I e = I et R
. > dx . . . .
Entonces, la integral o1 es impropia, con g continua en el intervalo [0, 3] excepto en x = 1 donde
X —

0
tiene una discontinuidad infinita.

Aislamos el punto problematico x = 1 tomando un niimero § > 0y considerando los intervalos cerrados
[0,1—&] & [1 4+ &,3] donde la funcién g es continua. Ahora bien, por la propiedad de aditividad respecto

al intervalo: s ) s
/gmm=/gmm+/gMM,
0 0 1

son impropias.

donde las integrales / / P _dx
e las integrale
& Jx =1 Jx—1

Por esta razon calculamos la suma de las integrales

=8 dx 3 dx 1= 1 3 1
+ = x—l)_3dx+/ x—1)"3dx =
~/0 Jx—1 /1+g«/3x—1 ( 1+§(

2
3

1-£ 2
= —(x— 1) 3

2
3

= [%(1—5—1)5—3(0—1)%] + [;(3—1)%—3(1+§—1)

et lenilol-les
=§[W-W+W-W}=
3

SN GRECER CIRE IR

Para luego calcular

(3/1—1).

N W

1-¢ dx 3 dx 3 3
P [ S T
‘E—>O+|‘O 3_x_1 1+‘§>_-3_x_1 3>:_>()+ 2( )

y debido a que, cuando £ — 07,

1-£ x 3 dx 3
/ 3 + 3 - 3 ’
0 vx—1 1+¢6 Vx —1 0o vx—1

dx 3
d deci la integral i i Z(V4-1).
podemos decir que la integral impropia KT converge a 3 («/— )
Es decir,
3 dx 3 3
= = 4—-1).
‘/0 3 x—1 2 (f )

Ejercicios 2.7.2 Integrales impropias. Soluciones en la pagina 13

11



12

Calculo integral

12

e
7. / x Inx dx.
0

4 dx
9./0 —

e g
10./ Al
1 xInx

1 /1 dx
“Jo V1T—x2

12. /2 tanx dx.
0

13.

14.

15

16.

2
17. /
1

18

1
/ x2Inxdx.
0

1 X
. / 7 4
0 V1l—e™
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13

Ejercicios 2.7.1 Integrales impropias. Preguntas, pigina 6

N @k =

Converge a %
Diverge a co.
Converge a 2.
Diverge a co.
Converge a 3.
Diverge a co.

2
Converge a —.
e

8. Convergea I.
9. Convergea I.
10. Converge a 0.

11. Converge a 2.
2

12. Converge a %

13. Diverge a oco.

Ejercicios 2.7.2 Integrales impropias. Preguntas, pagina 11

L e

Converge a 4.

Diverge a co.

Converge a 24/2.

Diverge a co.

3
Converge a —=.

2

Converge a 0.

2

7. Converge a %.

1
8. Convergea —.
e

9. Diverge a co.
10. Diverge a oco.

11. Converge a %

12. Diverge a oco.

14.

15.

16.

17.
18.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

T

Converge a 1
1

Converge a —3

T
Converge a 5"

Diverge a co.

Diverge a co.

Converge a 0.

1
Converge a ~5

Converge a 24/1 — e~ L.

Diverge a co.
Diverge a co.

Converge a 2.

13
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