CAPITULO

1

La integral

1.9 Teorema Fundamental del Calculo II

En esta seccién presentamos la segunda parte del teorema Fundamental del Calculo (TFC II), que comple-
menta la seccién 1.7 y termina de describir la estrecha relacién que hay entre la derivada y la integral.

1.9.1 Funciones definidas mediante integrales

Consideremos una funcién continua f(x) > 0 en un intervalo [a, b], y para cualquier x € [a, b] definamos
una nueva funcién ¢(x) mediante

() = / £ dr.

Las siguientes figuras representan dos valores de la funcién ¢(x) (las dreas de la regiones marcadas) para
dos valores distintos de la variable x:

y y
y=fx) y=fx)

— N

| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
a x b a x b

Observe que en el integrando usamos la variable muda ¢ de integracién, para que no se confunda con la
variable x en el extremo superior de integracién.

Esta funcién ¢ (x) representa el area bajo la curva f(x) desde a hasta el punto x. Se puede ver claramente
que:
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2 Calculo integral

1. ¢(a) = / f(t) dt = 0.

b
2. ¢(b) = /a f(t) dt es el area de la regiéon R, comprendida desde a hasta b.

Se deduce que en todo el intervalo [a, b] esta funcién ¢(x) es creciente y, como f(x) es continua, es de
esperarse que ¢(x) también lo sea, pues un pequefio cambio en la variable x producird un cambio también
pequerio en el 4rea debajo de y = f(x).

1
Ejemplo 1.9.1 La funcién f(x) = — es continua para x > 0; utilizando a = 1, obtenemos:
x

* de

d(x) = . ?

¥V Observe que:
1. Para valores de x > 1, como x; enla figura, ¢(x) > 0.
2. Para valores de x entre 0 y 1, como x2, ¢(x) < 0, por el sentido de la integracién.
3. Hay un caso particular ¢(1) = 0.

4. ¢ es una funcién creciente de x.

O

Ejemplo 1.9.2 La funcion f(x) = — 1 estd definida y es continua para todo xeR. Tomando a = 0, podemos

x
definir

*ode
0= [ 5
¥
X
X2 X1
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¥V Observe que:
1. Para x > 0, como x; de la figura, ¢(x) > 0.
2. Para x < 0, como x,, ¢(x) < 0.
3. Se cumple ¢(0) = 0.

4. La funcién ¢ es creciente.

Por el momento nos interesa estudiar como es la razén de cambio, es decir, la derivada de la funcién

p00) = [ f@yar

[ S —
-~ - — - - - — =

Para esto consideramos x, x; arbitrarios en el intervalo [a, b] con x < x;.
La diferencia entre ¢(x) y ¢(x1) es, de acuerdo con lo que hemos visto antes:

/:l f@) dt:/axl f@) dt—/axf(t) dr.

Por el teorema del Valor Medio para integrales, para algin £ entre x & xi:

$(x1) — p(x) = / CF@0) di = @)@ — ).

Si suponemos x; = x + h, donde % es la diferencia entre x & x;, entonces la anterior igualdad se puede
escribir como

x+h
¢(X+h)—¢(X)=/ S@) di = fE)(x +h—x)= f(E)h,
de donde:

px +h) —¢(x)
h

En (1.1) £ es algtin nimero entre x & x + h. Sila funcién f es continua en x, entonces }llin}) fx+h) = f(x),

= f6). (L.1)

asi como }llin}) f(&) = f(x), yaque & — x, cuando i — 0. Por lo tanto:

o PG 1) — 8
h—0 h

= }}_I}}) fE) = f(x). (1.2)
Recordando la definicién de derivada, la igualdad anterior queda:

¢'(x) = fx). (1.3)



4 Calculo integral

El resultado obtenido en (1.3) se puede enunciar como sigue:

e Teorema Fundamental del Célculo, segunda parte (TFC II)

Si definimos la funcién ¢ (x) mediante

px) = / ") .

entonces, en los puntos x donde f es continua, ¢(x) es diferenciable y

d X
s =5 [ o= rw.

Ejemplo 1.9.3 Sea la funcion f(x) = x*, parak = 1,2,3 ...; calcular la derivada de ¢ (x) = § f(@) de.
jemp p o

Y En este caso podemos calcular la integral, usando (??) de la pagina ?? y la notacién (??) de la pagina ??:

x P B 2
= [ Fdr = = ,
) /0 k+1|, k+1

se ve entonces que

d X

o' (x) = d_/ K dr = x*F = f(x) ‘Usando el TEC II directamente;
X Jo
d k+1 k 1k
o' (x) = P (;_’_ 1) = ( k++ )1x =x* = f(x) ‘Derivando la integral conocida.‘
O
Ejemplo 1.9.4 Calcular la derivada de la funcion
*1
o(x) = / n dt, para x > 0.
1
V¥ Aplicando el TFC II:
d [*1 1
'x) = — —dt = —,
¢ (x) dx /1 t X
para todo x > 0, pues el integrando es una funcién continua en (0, co).
O

Ejemplo 1.9.5 Calcular la derivada de ¢ (x) = /xl V1 =12 dt.

YV La gréfica de la funcion f(x) = +/1 — x2 es la parte de la circunferencia x> + y? = 1 que se encuentra
por encima del eje x para —1 < x < I.

f(x)

X
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Entonces la funcién definida como

b(x) =/j V1—12 dt

describe (para —1 < x < 1) el drea bajo la circunferencia y sobre el eje x desde —1 hasta x. La razén de
cambio de dicha area con respecto a x estd dada entonces por la derivada

¢’(x)=%/j«/l—t2dt=vl—x2.
O

Una manera de parafrasear el TFC II para f(x) > 0 es la siguiente: la razén de cambio del area bajo la
gréfica de una funcién f sobre el eje x desde un punto a hasta un punto x¢ es, precisamente, el valor de la
funcién en xg, a condicién de que f sea continua en dicho punto.

e Cuando una funcién se define mediante una integral con la variable en el extremo inferior, se puede
recurrir a la convencion del signo de la integral cuando se desea calcular su derivada. Si tenemos
definida

b
) = / £0) dr.

entonces:

. d b d x d [ [*
v = < | ro dr) — (- [roa) == ([ 0 ar) = s,

b
siempre que exista / f(t)dt y siempre que f sea continua en x.
X

Ejemplo 1.9.6 Calcule la derivada de la siguiente funcion:

*3 21241
==
R

¥V Aplicando el TFC II se obtiene:

¢,(x):i/xt3—2t2+ldt:x3—2x2+1‘
dx J, 2 -1 x2—1 ’

x3—2x2 41
—
sea continua. Un intervalo donde esto es vélido es el abierto (1, co) (puede ser x < 2 por la convencién del
signo de la integral).

lo anterior se cumple en los puntos x de modo que la integral /2 esté definida y que f(x) =
O
e Al combinar el TFC II con la regla de la Cadena, se puede calcular la derivada de funciones del tipo:

g(x) = f(@) de,

donde ¢ (x) es una funcién derivable.
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El calculo de g'(x) se logra a partir de la composicion de funciones:

¢ o Y
ocog¢
de donde se infiere que
¢ (x)
g(x) = (00 9)(x) = 0lp(x)] = f@) dr.

a

Entonces, por la regla de la Cadena:

d d d d d [” d
¢ = e =g = (P) () = (5 [ roar) (fo0) -
= 0) 900 = B9/

Esto es:
d ¢ (x)

- f@)dr = flp()) - ¢'(x).

dx J,
d [~
— dr.
dx/l Sf(@) de

a o,
5/1 f@) dt = f(x°)-2x.

Ejemplo 1.9.7 Calcular la derivada:

Y Usando el resultado anterior:

O
Ejemplo 1.9.8 Calcular la derivada:
2
d X
— 3tV + 1 dr.
dx 1
\
a [ d
— [ avitiar= [3(x2)\/(x2)4+ 1} (d—x2> - [3(x2)\/(x2)4+ 1} 2x = 6x3V/x8 + 1.
X J1 X
O
Ejemplo 1.9.9 Calcular la derivada:
d [V 1
— 2t —t2) dr.
dx 3
\
dﬁzldszldfzfllll
— — 12 = — 2| | — = x4 | —=1-
dx3(tt)t[x(x)]<dxx>(xx)zx X
O

Ejemplo 1.9.10 Calcular la derivada:

2

tan( /7 ) dt.

d COS X

dx /),
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A\
2
d COS X d
T tan(+/7) dt = tan(+v/cos x2) (d— cos x2> = tan(v/cos x2) - (—sen x?2) - 2x.
X J2 X
O
Ejemplo 1.9.11 Calcular la derivada:
d 5
—/ (4t +2) dr.
dx Jy3
A\
d [* a [~ d
—/ 4t +2)dt = ——/ 4r+2)dr =—- [4(x3) +2] —x3) = —(4x® +2)3x? = —12x° — 6x%.
dx /i3 dx Js dx
O

e Los resultados anteriores se aplican para derivar una integral cuyos extremos son dos funciones g(x)
& h(x) derivables. Considerando un punto fijo a entre g(x) & h(x), asi como la propiedad de adi-
tividad respecto del intervalo:

d [ d [ re h(x) d h(x) g(x)
— f@) dt:al/g(x)f(t) dr + ; f@) dt] 25[ ; f@) dt—/a f@) dt] =

dx Jg(x
= flh))h'(x) = flg(x)]g’ (x).
Esto es:

d h(x)
e /( ) f@) dt = fIh()]h'(x) = flg(x)]g' (x).
g(x

Ejemplo 1.9.12 Calcular la derivada:
a
P / , f(@) dr.

%/jf(z)dz:%l/x:f(z)dm/ff(z)dz] =%l—/axzf(t)dt+/:3f(z)d¢] =

S = [ s = e () - s () -
= f(x*)3x% — f(x?)2x.

O
Ejemplo 1.9.13 Calcular la derivada de la funcién:
2121
= dr.
00 /ﬁ<t+4>
v
a [ [r(rr=1 2 d [ -1 VE (121
¢ () dxl/ﬁ(l+4> +/1 (z+4> ] ax | )y (z+4> . (z+4>
»—-1]14d 217 d 6—1 -1 1
= ()63)7 — 3 - % _(ﬁ):x—.g)ﬂ_ * — =
(x3)+4 | dx Jx+4 | dx x3+4 Jx+4 2x
_ 332 x—1
T x344 2x + 84/x°
O
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Ejemplo 1.9.14 Calcular la derivada de la funcién:

flx) = / " tan(V2) dr.

f'(x) = tan (\/ 1n2x7) d (Inx7) —tan Velox%(esx) =

dx
1
= tan (vln2x7 —7> - 7x% — tan Vel0x . 5% . 5 =

X

Ejercicios 1.9.1 TFC II. Soluciones en la pigina 9

1. Calcular las derivadas de las funciones siguientes (especificando para qué valores de x es valida la

expresion obtenida):
a. p(x) = /Ox [m}s dr. g h(x) = /;zX sent? dr.
b. ¥(x) = /_Z«/Wdt. h. i(x) = /C;xz sent? dr.
2 5 3 x2+1 ¢
. p(x)z/x (12 — 202 + 1] dr. i 1//(x)=/x s
d g = [ VETI o= [
e flx) = /1 e s K j(x) = /;5 e dr.
f. glx) = /C:SX3 e’ dr. L k(x) = /1::; sent3 dt.

2. Un brazo robético estd programado para pintar una pieza metdlica plana cuya forma es como las
regiones cuya drea hemos estado considerando, para un intervalo de 0 a L, debajo de una curva f(x)
y sobre el eje x.

S

El brazo pinta de arriba hacia abajo en franjas muy delgadas (que podriamos pensar infinitamente
pequenias) y se traslada horizontalmente de 0 a L mediante un mecanismo de locomocién. Al llegar
al punto x del intervalo [0, L], ;como estd cambiando la cantidad de pintura que utiliza el robot?
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Ejercicios 1.9.1 TFC II. Preguntas, pigina 8

1. Calcular las derivadas de las funciones siguientes; especificamente para qué valores de x es vélida la expresién
obtenida.

a. ¢'(x) = [ 1+ﬁ]5.

b. ¥/(x) = vVxZ +4x +2.

c p'(x)= —[x% —Zx% +1].

d. ¢/(x) = (v/x6 +2)(3x?).

e. f'(x)= e5MX L cog .

f. g’'(x) = 0527 gon x3 . 352,

2. h'(x) = sene® . ¢2¥ .2,

h. i’(x) = sen(cos>x?) - sen x2 - 2x.

—-

b 1 1
l//(x)_<x2+3)(2x) x+2

. _x+8_ x3+3 2
P = <x3_2 (3x2).

k. j'(x) = 005?x° (—senx’)-5x* — 5o oogx3 352,
1
1. k’(x) = sen(e?1%) . e7* . 7 —sen(In3x°) - —= - 5x
X

2. Sila funcién que define la grafica de la regién es f(x), el cambio de la pintura que utiliza el robot es f(x).



