CAPITULO

1

La integral

1.6 Propiedades fundamentales de la integral
En esta seccién presentamos algunas propiedades bésicas de la integral que facilitan su calculo.

o Aditividad respecto del intervalo. Sia < b < ¢, entonces:

/abf(x) dx+/bC f(x) dx = /aC f(x) dx. (1.1)

Esta propiedad proviene de la aditividad del 4rea y se puede ver graficamente en la siguiente figura:

y

|

| | |
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| | |
| | |
| | |
I 1 |
a b c

Donde el 4rea bajo la curva y = f(x) y sobre el eje x desde a hasta c es lo mismo que el drea desde a hasta
b, més el area desde b hasta ¢, dado que esas dos regiones no se traslapan y su unién forma la region desde
a hasta c.

Observe que una expresioén equivalente a (1.1) es

/bC f(x) dx = /aC f(x) dx—/ab f(x) dx, (1.2)
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que equivale a decir que si al area total bajo f(x) entre x = a & x = ¢ le restamos el drea comprendida entre
X = a & x = b, entonces nos quedara s6lo el drea entre x = b & x = c.

b
Ahora bien, hasta aqui hay un significado para el simbolo / f(x) dx considerando que a < b, pero no hay

a
un significado para el signo /b f(x) dx sia < b. Para esto convenimos:

. [ fx) dx = — bf(x) dx.
b a

Es decir, una integral en la que el extremo inferior es un ntimero mayor que el extremo superior es el
negativo de la integral con los extremos puestos en el orden contrario (el extremo inferior menor que
el extremo superior).

b

Con esto ya tenemos un significado para el simbolo / f(x) dx no importando si a < b o bien si
a

a>b.

Una consecuencia inmediata de esta convencion es

o /af(x)dsz.
Ya que

/aaf(x)dx=/abf(x)dx+/baf(x)dxz/abf(x)dx—/abf(x)dx:()_

a a
Por supuesto, también podemos concluir que / f(x) dx = 0, argumentando que / f(x) dx esel
a a
area del segmento de recta bajo f(a) y sobre el eje x, considerado como un rectangulo de base cero.

4
Ejemplo 1.6.1 Determinar el valor de la integral / x3 dx.
10

v
4 10 104 44
3 = — 3 = — _ = — — = —
/mx dx = A X3 dx ( . 4) (2500 — 64) = —2436.
O
5
Ejemplo 1.6.2 Calcular el valor de la integral / (x* —8x? + 9x) dx.
5
a
¥ DPor la propiedad enunciada antes, / f(x)dx = 0, tenemos:
a
5
/ (x3 —8x% + 9x) dx = 0.
5
O

e Linealidad. Esta propiedad se puede enunciar como sigue: para funciones f(x), g(x) en [a, b] que se
puedan integrar y constantes «, f € R:

b b b
/ [of (x) + Bg(x)] dx = oz/ f(x) dx + ,3/ g(x) dx. (1.3)

Esta igualdad proviene de forma casi directa de la propia definicién de la integral como limite de
sumas tales como:

> laf () + BeH)]Ax =Y af () Ax; + Bg(x))Axi] =

i=1 i=1
n n

= ozz S Ax; + B Zg(x;")Axi.
i=1 i=1

Estas sumas dan lugar a las integrales en (1.3) cuando se toma el limite (n — o0).
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e Positividad. Si f(x) > 0 en el intervalo [a, b], entonces:

/abf(x) dx > 0.

Esto es claro pues la integral es un limite de sumas de términos de la forma f(x;)Ax;, en los que tanto
f(x}) como Ax; son > 0y, por ser el limite de una suma de términos > 0, el resultado final es > 0.

e Monotonia. Si f(x) > g(x) para todo x en el intervalo [a, b], entonces:

/a " f) dx = / ) dx.

Como f(x) — g(x) > 0en el intervalo [a, b], entonces:

b b b b b
/ /@) — g()] dx > 0 :»/ £0) dx—/ g(r) dx = 0 :»/ ) dxz/ ¢(x) dx.

Estas propiedades se han utilizado implicitamente con anterioridad, por ejemplo, cuando se hizo la esti-
macién de que, sim < f(x) < M en el intervalo [a, b], entonces:

b
m(b — a) 5/ f(x)dx < M — a).

Las expresiones m(b—a), M(b—a), pueden interpretarse como integrales de las funciones constantes m & M
respectivamente, pues como se observo antes y podemos ver ahora a partir de la definicién, para cualquier
constante C y particion P ={a =xo<x1 < ... <x, =b}:

b n n
/ C dx = lim E CAx; = lim [C- E Ax;
a n—>001=1 n—>o00

i=1

=C- lim > i—xim)=C- lim (x —xo) = C - lim (b —a) =
i=1

=C-(b—a).

4
Ejemplo 1.6.3 Evaluar la integml/ (2x + 1) dx.
1

Y Usando linealidad:
2 1 2

4 4 4 42 —
/1(2x+1)dx=2/1xdx+/l dx:Z( . >+(4—1)=18.

5
Ejemplo 1.6.4 Calcular la integral / (x* = 3x +2)dx.
0

¥ Denuevo por la linealidad,

5 5 5 5 53 52 125 75 85
2— = 2 —_ = — — — = — — — = —
/O(x 3x +2) dx /Ox dx 3/0 xdx+2/0 dr =3 3(2>+2(5) -5 tl0==

e Convencion para funciones negativas. Hasta el momento hemos considerado el célculo del drea de re-
giones bajo la grafica de una funciéon f(x) > 0 con gréfica sobre el eje x. Sin embargo, la definicién
de la integral de una funcién como limite de sumas no implica que las funciones deban ser positivas.
Si una funcién g(x) es negativa en todo un intervalo [a, b], entonces es claro que su negativa —g(x) es
positiva en el mismo intervalo.
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La gréfica de —g(x) es el reflejo de g(x) con respecto al eje x, de manera que el drea de la regién R
entre la grafica de —g(x) y, el eje x mide lo mismo que el drea de la region R_ entre la grafica de g(x)
y el eje x. Ademas, el drea encima del eje x es

b b
ARy) = / () dx = — / g(r) = —A(RL).

b
Donde identificamos, como parece razonable, a A(R_) con / g(x) dx, lo que nos lleva de manera
a

natural a tomar la convencién de que las areas de regiones debajo del eje x se deben considerar como
negativas.

En general, las areas de regiones por encima del eje x se toman con signo positivo y las regiones
por debajo del eje x con signo negativo. De aqui que, en el contexto de dreas, la integral definida

b
/ f(x) dx es una suma algebraica de dreas cuyo resultado puede ser positivo, negativo o cero.
a

1
Ejemplo 1.6.5 Calcular/ f(x) dx de la siguiente figura.
-1

y
3

y=f(x)=x3-x

—1m
X

0 = 1

1
¥ De acuerdo con la convencién anterior, la integral definida / ) f(x) dx para la funcién f(x) = x3 —x

es cero, porque (véase figura) dicha funcién tiene una gréfica simétrica con respecto al origen, por ser una
funcién impar, y corta al eje x en —1,0 y en 1.

0

e El drea entre la grafica y el eje x de /_ . (x3 — x) dx se toma con signo +.
1

e El drea entre la grafica y el eje x de /o (x3 — x) dx se toma con signo —.

1
e Por simetria, las areas son iguales, por lo tanto / 1(x3 —x)dx =0.
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A continuacién enunciamos dos resultados importantes de la integral definida.

Teorema 1.1 Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe la integral definida

/ab f(x) dx.

Esto es, toda funcién continua es integrable en intervalos cerrados y acotados.
Si la funcién no es continua en el intervalo cerrado [a, ], no se puede asegurar la existencia de la integral

b
definida / f(x) dx.

1
Ejemplo 1.6.6 La funcién f(x) = — no es continua en el intervalo [0, 1].
X

Y  f(0) ¢ R (no esta definido) y ademas

lim f(x) = lim — = +o0.
x—0+ x—0+t X
y
\
y=f =1
X
| x
0 1

Aqui, no se puede asegurar la existencia de la integral definida:
1 1 1
/ f(x) dxz/ — dx.
0 0o X

Teorema 1.2 Del valor medio para integrales. Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces existe
al menos un punto c en el intervalo [a, b] tal que

O

b
/ £() dx = £(©)(b —a).

Y y=fx
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Esta propiedad establece un hecho que se puede deducir de la figura anterior. La funcién tiene un valor
minimo m y un maximo M, por ser continua en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces, dado que el rectangulo
con base [a, b] y altura m se encuentra contenido en la regién R bajo f(x), sobre el eje x, y entre x = a,
x = b, alavez estaregion R queda inscrita dentro del rectdngulo con la misma base y altura M, vemos:

b
m(b —a) < A(R) = / f(x)dx < M —a).

También se puede escribir, de manera equivalente,

b

Ahora bien, por el teorema del Valor Intermedio para funciones continuas, dado que el ntimero

1 b
=g [ S ax

se encuentra entre m & M, y dado que f es continua, existe al menos un punto c en el intervalo [a, b] de
manera que f(c) = y. Es decir,

b b
f(c)zﬁ/ f(x) dx obien/ f(x)dx = f(c)(b —a).

Al nimero f(c) se le denomina valor promedio de f(x) en el intervalo [a, b]. Por esto, podemos decir que
toda funcién continua tiene un valor promedio en cualquier intervalo cerrado.

Ejemplo 1.6.7 Encontrar el valor promedio de f(x) = x* parak = 1,2, 3 en el intervalo [0, a].

v

1. Para la funcién f(x) = x en el intervalo [0, a]:

a 2
/xdxzx—
o 2

El valor promedio buscado es una f(c) con ¢ en [0, a] que cumple

1 a 1 re 1 /a2 a
f(c):m/o f(x)dng/oxdng(7>=§.

Dado que f(x) = x, dicho valor promedio se obtiene cuando ¢ = %.

a a2

0 2

/0 f@) dx = af ()

Sf()
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2. El valor promedio para f(x) = x2 en el intervalo [0, a] debe cumplir

_ 1 a _1 az _1 a3 _a2
f(c)—m/o f(x)dx—g/ox dx_g(?>_?_

2
Por lo tanto, como f(x) = x2, se debe cumplir ¢? = a?, de donde ¢ = —= es el punto en el que

V3

2

flo=5.

f(x) dx =af(c)

S~

f(©)

3. Parala funcién f(x) = x* en el intervalo [0, a] el valor promedio f(c) debe satisfacer

1 a Y A 1 at _a3
f(C)—m/O f(x)dx-;/ox dx_g(7>_7‘

3
El punto ¢ donde se obtiene dicho valor cumple ¢3 = aT, de donde ¢ = % es el punto en el que

3

flor==

fx) =x3

/ £@) dx = af(c)

!
!
!
!
!
!
!
!
!
} 0
!

!

!

S @)
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Ejemplo 1.6.8 Encontrar el valor promedio de la funcién f(x) = 4x(1 — x) en el intervalo [0, 1] y el o los puntos c
1

en que se cumple f(c) = /0 f(x) dx.

¥V La grafica de la funcion se muestra en la figura:

3

y=f(x)=4x(1—-x)

Se debe cumplir para el punto c:
1

1 1
f(c)zﬁ/o f(x) dxz/o 4x(1 —x) dxz/o (4x —4x?) dx =

—4/1xdx 4/1x2dx—4 E 4 1—3 =2 4_2
Jo o a 2 3 /) 33

2 1 1
Es decir, f(c) = 4c(l —c) = g,asiquec—czz —obiencz—c+6 =0.
1£4/1-% 11\@
Entonces, ¢ = =
2 2
1 1 1 1
=S - Fia=+ =
2 243 2 23 y

2
, de modo que el valor promedio es 7Y se alcanza en los puntos

2 LA 4 y=fx)=4x(1-x)

Ejercicios 1.6.1 Propiedes de la integral. Soluciones en la pigina 14

1. En el plano se representa el bosquejo de la grafica de la funcién impar f(x). El drea de todas las

regiones sombreadas es de 16 u?. o
X

A

———- 2
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Calcular:
) 7 )
a. f(x)dx; C. / f(x)dx; e. f(x)dx;
-7 -2 0
7 0 7
b. dx; d. dx; f. dx.
[ rwax [ rwax | s

2. Considere el bosquejo de la grafica de la funcién par i(x) que se muestra a continuacion:

h(x)
3

[

—10 —4 10
Obtener las siguientes integrales si:
10 0
h(x)dx =28 & / h(x)dx = 6.
—10 —4
10 —10 4
a. h(x)dx; C. / h(x)dx; e. h(x)dx.
0 —4 —-10
10 4
b. h(x)dx; d. / h(x)dx;
4 —4

3. Dado el bosquejo de la gréfica de la funcién definida por partes g(x):
g(x)

Considere:

-5 -3 10
/_ g(x)dx = —4, /o gx)dx =-9 & /_7 g(x)dx = 45.

3

Calcule:



10 Nombre del libro

-3 5 -5 10
a. / g(x)dx; C. / g(x)dx; e. / g(x) dx+/ g(x)dx.
- 8 0
5 -3 8 ’
b. / g(x)dx; d. / gx)dx + / g(x)dx;
-3 -7 10
4. Considere el bosquejo de la grafica de la funcién impar definida por partes 4 (x) que se muestra a
continuacion.
h(x)
3
[ [
[ [
~— L
| | ¢ b
[ [
Obtenga:

—C

—a —b c
/h(x)dx+ h(x)dx + h(x)dx; d. / h(x)dx + h(x) dx;

- —b - —c
b. h(x)dx+/ h(x) dx; e. h(x)dx+/ h(x)dx + h(x)dx.
b —-b

C. h(x) dx — h(x) dx + / h(x)dx;
0

5. El bosquejo presentado es de la grafica de la funcién impar g(x). El drea de la regién sombreada es
de 18 u?.
g(x)
\

Calcule las siguientes integrales:
0 4 4 —4
a. / g(x)dx; b. / g(x)dx; C. / g(x)dx; d. / g(x)dx.
—4 0 —4 0

6. El plano muestra el bosquejo de la grafica de la funciéon impar f(x). El 4rea de la regién sombreada
es de 18 u?.

10
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Calcule las siguientes integrales:

-3

3 0
a. /03 f(x)dx; b. A f(x)dx; C. /_3 f(x)dx; d. /_3 f(x)dx.

7. En el plano se presenta el bosquejo de la gréafica de la funcién g(x). El drea de todas las regiones
sombreadas es de 13 u?.

g(x)
\
3
75 X
B3+t ———
Calcule:
-5 6 2 4
a./ g(x)dx; C./ g(x)dx; e. / g(x)dx; g. / g(x)dx;
0 -5 0 0
6 6 2 -5
b. / g(x)dx; d. / g(x)dx; f./ g(x)dx; h./ g(x)dx.
4 2 -5 4

8. En el siguiente plano se muestra el bosquejo de la gréfica de la funcién par 4 (x). El drea de la region
sombreada es de 16( + 2) u?.

11
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Obtenga el resultado de las siguientes integrales:

8 —4 8 8
a. / h(x)dx; C. h(x)dx; e. h(x)dx; g. / h(x)dx;
4 0 -8 —4
4 —4 -8 -8
b. / h(x)dx; d. h(x)dx; f. h(x)dx; h. h(x)dx.
—4 -8 —4 0

9. Calcule el drea de las regién sombreada.

(=3,2)

Y obtenga el resultado de las siguientes integrales:

a. _lg(x)dx; C. 6g(x)dx; e. _Sg(x)dx;
-5 1

-3

5 —1 6
b. /3 g(x)dx; d./1 g(x)dx; f. /_Sg(x)dx.

10. Considerando la grafica de la semicircunferencia c(x), calcule las siguientes integrales:

c(x)
2 A

—10 6 —10 6
a. /_2 c(x)dx; b. /_Zc(x)dx; C./6 c(x)dx; d. /_loc(x)dx.

11. Considerando el bosquejo de la grafica de una semicircunferencia f(x) con un radio de 4 u,

12
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13

12.

13.

14.

calcule las siguientes integrales:
3 7
a. / f(x)dx; b. / f(x)dx;
-1 -1

Calcule las siguientes integrales:
8
a. /1 (3t —2) dt.
b /6(x2—3x+5) dx
A .

3
3 _
o [C@? =2y +7) ay.

Calcule las siguientes integrales:
2
3
a. /_2()6 + 4x) dx.
5
5
b. [ 7x% dx.

1
c. /1(x7 —3x° 4 2x3 — 10x) dx.

d. /73 f(x)dx.

Encuentre el valor promedio de las siguientes funciones en los intervalos dados:

a. f(x) =3x%en]l,6].
b. f(x)=3x—-2en|[-1,3].

e f(x)=xk enfa,blparak =1,2,3con0 <a < b.

13
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Ejercicios 1.6.1 Propiedes de la integral. Preguntas, pigina 8

10.

11.

12.

13.

14.

14

. 84+4=12.

[\
£
Q.

h(x) dx. e. 2 h(x)dx.
b b

.3 h(x)dx.
0

. 16 —4m. c. —4m. e. 32.
. 8. d. 16 — 4. f. 4w — 16.

8§ —m. c. 10.

. 4. d. -2.
. 64 —16m. b. 16z — 64. c. 32w —128.

.16 —4m. b. 32 —8x. c. 16 —4m.

. 76.5.

. 41.3333.

. 93.

. 0.

. 0.

. 0.

. ¢ = 2.6458.

.c=2.

. f(x)=xKen l[a,b]parak =1,2,3con0 < a <b.

1
i. Parax =1,¢c = E(b—{—a).

/b2 b 2
ii. Parax =2,¢c = %.

3/b3 +ab? + a?%b + a3
iii. Parax =3,¢c = 1 .

e. —2.
-8.
e. 20.

e. =134+ 13 =0.

d. —6
d. —=30.
g —1
h. —4
g. 16 +4m.
h. —16.
e. w—4.
f. 20— 7.
d. 128 — 32x.
d. 47 —16.



