CAPITULO

1

La integral

1.4 Notacién ¥ para sumas

En esta seccién introducimos una notacién que sirve para abreviar la escritura de sumas en general. Se
utiliza la letra griega sigma maytscula (X) para abreviar sumas como sigue:

n
E a, =a; +ax+asz+ ... +ay.
i=1
El simbolo E se lee: la suma de los términos a; desde i = 1 hastai = n. La letra i denota un indice,
que varia desde el ntimero 1 hasta n (denominados limites o extremos de i), y el simbolo a; es el término
general de la suma, que puede ser cualquier expresién que contenga el indice i.

1. Algunos ejemplos del uso de esta notacion son los siguientes:

n
a. Zi=1+2+3+ . +n.

i=1

n
b.Zi2:12+22+32+...+n2.

i=1

10
¢ > G +D=1-242-343-44 ... +10-1L.

j=1

k242 1242 2242 3242 4242 52402
d. = + + + +
k1 T 241 341 441 541

_3+6+11+§+g_90+120+165+216+270_@
23 4 5 6 60 20

n
e. Zmlel =miAxy + myAxy + ... +m, Ax,.
I=1
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£.3° FDAx; = fOPAX + f(3)Axz + ...+ f(xn) Axm.
j=1

Como puede apreciarse en estos ejemplos, la notacién > para sumas es una manera de abreviar
sumas que de otra forma ocuparian mucho espacio al escribirse. Se debe tomar en cuenta al usarla
que la expresion i = | en la parte inferior de la ) es la que define cudl es el indice que varia a lo largo
de la suma y cudl es su valor inicial; el nimero o letra encima de la " indica cudl es el valor final del
indice en la suma.

. En ocasiones se afiaden algunas condiciones adicionales sobre los indices en la parte inferior. Dos
ejemplos de la notacién sigma modificada se muestran a continuacién:

17
Y PP-D=@F-D+E-D+T-D+A12= 1)+ (132 - 1)+ (172 = 1) = 656.

p=3
p primo

12
k3 —2k +5\ 63—12+5 83—-16+5
- 2: - 26 - = 28
Z( k=3 ) ( 3 ) +( 5 ) "

k=6
N (103 —720+5> 210 (123—924+5>212.

k par
Al usar la notacién Y junto con las propiedades algebraicas ya conocidas de los niimeros reales se
obtienen resultados muy titiles para algunos célculos como los siguientes:

. Para cualquier constante a que sea el término general de una suma:

n
Za=a+a+a+...+a=a-n.

i=1

Asi por ejemplo:

30 10

8
D 3=3(8) =24, Y 5 =15(30) = 150, > 20 = 20(6) = 120.
i=1

i=1 k=5

. Como consecuencia de la conmutatividad y asociatividad de la suma de nlimeros reales, en una suma
de muchos términos, estos se pueden reordenar y reagrupar, y asi obtenemos lo siguiente para una
suma en la que los términos generales son a su vez sumas:

Z(aj +bj))=(@+b)+@+b)+ ... +(an+bp) = (reordenando y reagrupando)
Jj=1

=(a+axy+ ... +an)+(b1+b2+ ..+ by) =
=Zaj+2bj.
Jj=1 Jj=1

De esta manera, podemos partir una suma en varias sumas mas sencillas, como por ejemplo:

n n n

S +3) =%+ 3i;

i=1 i=1 i=1

100 100 100 100

Z(j3 22437 = Zj3_zzjz+ 23—1'.
Jj=1 j=1 j=1 j=1
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5. Otra propiedad que se obtiene a partir de la distributividad del producto sobre la suma es la siguiente,
para cualquier constante ¢ y término general aj:

n n
ank=(6a1+ca2+ . Fcay)=clar+a+ ... +an)=cZak.
k=1 k=1

Como ejemplos sencillos de la aplicacién de esta propiedad tenemos los siguientes:

n n
231':321';

i=1 i=1

100 100

Y 2r=2) %

j=1 j=1

80 80 80

B +2vk—1)=3> kK +2) Vk—1.
k=1 k=1 k=1

6. Una observacion pertinente al usar la notacion | es que los indices se tratan como variables mudas
en el sentido de que se puede cambiar su nombre sin alterar el resultado. Asf las siguientes sumas
tienen el mismo resultado:

10 10 10
S -5i+2) =Y (25 +2) =Y (k> -5k +2);

i=1 j=1 k=1

N N N

Y @THm) =) Q" +n) =) Q¥ +ad).
=0 n=0 a=0

7. De manera similar al cambio de nombre para un indice, en ocasiones se hacen corrimientos de indices.
Esto consiste en reemplazar un indice y sus limites inferior y superior por otro indice al que se le suma
o resta un nimero entero, por ejemplo:

20 19
DG +30) =[G+ D +30 + DI
0

i=1 =
Dondei =j +lyademasi =1 = j=0 & i=20= j =19

40 45

DG +5P -3 =D (k3 -3k

j=1 k=6

Donde j +5=kyademédsj =1 = k=6 & j=40 = k=45
Vamos a enlistar a continuacién algunos resultados particulares sobre sumas especiales, que nos serdn muy
tutiles mas adelante.
1. La suma de los primeros n ntimeros enteros positivos se calcula con la formula siguiente:

nn+1)

n
E:i=1+2+3+”.+n= >

i=1

1.1)

Podemos convencernos de la validez de esta férmula si sumamos los enteros de 1 a n en orden ascen-
dente con los mismos enteros de forma descendente, como se muestra a continuacién:

Sy = 1 + 2 + 3 + ...+ =2 + (-1 + n
Sy = n + -1 4+ n-=-2) + ... + 3 + 2 + 1
28, = m+1) + +1) 4+ @+ + ... + +1) + (+1) + @w+1)
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La suma del primer y segundo renglén (horizontalmente) coinciden con S, = Z i; en el tercer
i=1
renglén tenemos las sumas verticales, hay #n sumandos iguales a n + 1, por lo que la suma total es
28, = n(n + 1). Por lo tanto:
nn+1)
Sp = —
Como ejemplo concreto:

00 100(100 + 1)

di=142+3+ ... +100= —— =505,

i=1
Sobre esta suma en particular, se cuenta la anécdota de que la descubri6 el famoso matematico Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) cuando era un nifio.

. Sumas telescopicas. Se llaman asi a las sumas en las que por razones de signo se cancelan por parejas
todos los términos, excepto el primero y el dltimo término.

Ejemplo 1.4.1 Determinar el resultado final de las siguientes sumas telescopicas:

a. Z(ai —aj—1).

b. Z(b,+1 b?).

11
1k k+1)

Mz

k=
Moo
d Zl(l+1)'

-
Il

1

YV Basta con utilizar la propiedad telescépica en los tres primeros ejercicios:

a. Z(ai_ai—l) =(gr—ao)+(@s—90) +(@s5—99) + ... + (@m=T—dm=2) + (dm —m=T) = am — do.

b. Z(b,H ) = B =D+ W=D+ WE =D+ oo+ (E = D) + (B2 — D) = b2y —

S ()= (D (D (D)
C% #)+(#- N+1>

N+1:N+1‘

d. Este altimo ejemplo es mas dificil, pues no parece ser una suma telescépica. Pero se resuelve,
dado que:

1—

11 (d+n-1 1

I I+1 10+ I(+1)
De esta forma, usando esta igualdad:
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3. La suma de los cuadrados de los primeros n enteros positivos estd dada por la férmula siguiente:

nn+1)2n+1)
; .

n
N =1+22+3+ .. 40’ = (1.2)

k=1

Es este caso es algo mas complicado verificar la validez de esta férmula, pero se puede lograr uti-
lizando algo de 4lgebra, Empecemos por usar la identidad del cubo de un binomio:

(n—l)3 =n®—3n%+3n-1,
de donde, transponiendo términos, obtenemos:
32 —3n+1=n—n-1)>

que es vélida para todo entero n. Si ahora escribimos esta férmula de manera sucesiva paran, n — 1,

n—2,...,3,2,1ysumamos columnas, obtendremos:
3n? - 3n + 1 = n3 — (n-1)3
3n—12 — 3m—-1) + 1 = m—-13 - @n-2)>3
3n—22% — 3m—=2) + 1 = (=23 — (n-3)3
3(3)? - 3(3) + 1 = (3)3 — 23
3(2)? - 3(2) + 1 = )3 — 13
3(1)? - 3(1) + 1 = (1)3 - 03

n

n n
3y k2 - 3) k o+ > 1 = n3 - 03
k=1 k=1 k=1

ya que la suma de los lados derechos es telescépica (excepto los extremos, los términos se anulan por
parejas). De aqui resulta que

n n n n(n+1)
3 E k? =n?— E 143 E k=n*— 3——.
k=1 " k=1 ! k=1 " " 2

Entonces:

z":kz . 23 —n) +3n(n +1) . 2n3 —2n + 3n% + 3n . n(2n? +3n+1) _n(n+1D2n+1)
= 6 B 6 B 6 B 6 ‘

O sea:

- K2 = nin+ 1)2n + 1)‘
2 6

Como ejemplo concreto de aplicacién de esta férmula tenemos:

= 385.

ikz _10(10 4+ D[2(10) + 1] 10(11)(21)
= B 6 N 6

4. La suma de los cubos de los primeros n enteros positivos estd dada por la férmula siguiente:

n +1 2
Zk3=13+23+33+...+n3=[%] . (1.3)
k=1
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Para verificar la validez de esta igualdad se utiliza un procedimiento similar al aplicado en el caso
anterior. Empecemos usando la identidad:

m—1*=n*—4n+6n*> —4n+1,
de donde, trasponiendo términos, obtenemos:
4n® —6n® +4n—1=n*—(n—1)*,

que es vélida para todo entero n. Si ahora escribimos esta férmula de manera sucesiva paran, n — 1,
n—2,...,3,2,1y sumamos columnas, obtendremos:

4n3 - 6n? + 4n - 1 = n* — (m—1*
4n—13% — 6(m—1%2 + 4n—-1) — 1 = @m—-D* — m-2)*
4n—-23 — 6m—-2% + 4n-2) — 1 = -2 — (m-3)*

432 - 632 + 43 -1 = 34 — 24

42 - 622 + 42 -1 = 24 — 14

403 — 6?2 + 41 - 1 = 14 - 04

4ik3 — 6ik2 + 4ik - n = n* - 04.
k=1 k=1 k=1

ya que la suma de los lados derechos es telescépica (excepto los extremos, los términos se anulan por
parejas).

De aqui resulta:
n n n
4y K =n*+6> kK*—4> k+n
k=1 k=1 k=1

ahora utilizamos las férmulas (LI) de la paginaBy (1.2) de la pagina[Gt

1) Y LE IR Y LLES)
k=1

6 2

=n*4+nm+DCn+1)—-2nn+1)+n=
=n*4+2n+3n> +n—-2n>-2n+n=
=n*4+2m3 +n?2 =n?m®> +2n+1) =n’(n + 1)2,

de donde

~ 3_nz(n+1)2_ n(n+1)2
2 e

que es la suma que se queria verificar.

Si bien es posible encontrar férmulas similares para la suma de potencias de cualquier orden de los
primeros n enteros positivos, no nos ocuparemos de ellas. Tales férmulas fueron encontradas por el
matematico suizo Jacques Bernoulli.

. Suma de una progresion geométrica: se denomina progresiéon geométrica con razén r a la secuencia
de ntimeros
Para r = 1 la progresion geométrica es constante:

191412, ..., 17
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y su suma es n. Comprobaremos que para r # 1 se cumple:

n rn+1_1
Zrk=r0+r1+r2+...+r"=7

r—1
k=0

Para comprobar el resultado anterior denotemos por S, a la suma y observemos lo que sucede cuando
multiplicamos S, por r y le restamos S:

rSe o= F o+ A+ A+
- S, = 1+ F o+ A
rS,—S, = r*tt — 1,

Por lo tanto:
(r—18, =r"tt -1,

y, tomando en cuenta que r # 1, de modo que r — 1 # 0, tenemos:

n rn+1_1
S,,:Zrk=r0+r1+r2+...+r"=7

r—1
k=0

Ejemplo concreto de aplicacién de esta férmula es el célebre problema del inventor del ajedrez a quien
el rey de la India, impresionado por el invento ofrecié darle lo que pidiera. Segtn la leyenda le pidi6
al rey que le diera un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la segunda, cuatro
por la tercera, ocho por la cuarta y asi sucesivamente, duplicando cada vez el ndmero de granos; el
numero total que recibirfa el inventor en total serfa:

64

63

2
§ 2k =20 4ol 4224 4293 = ST = 18 446 744 073709 551 615.
k=0

iMas de 18 millones de billones de granos de trigo!

Otro ejemplo:

2 101
3

SO RORORO S

—1

= 2.999999999999999995080691 . . .

W
—

¢Qué sucedera si afiladimos més términos a la progresion? Invitamos al lector a plantear sus hipétesis.
Ejercicios 1.4.1 Notacién . Soluciones en la pigina[dl

Determinar el resultado de las siguientes sumas:

5 17 .
k (j)?
.y 3, .
:/'par

N|L)3‘
s
n

2.3

=1 a=1

~.
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6 2

5.3 (2% = 50). 8. > (4j +h).
i=0 j=2
8

6. 3 (=12, 0.3 3k2+5.
k=4 fat k+6

3
7.3 @+ (D).

i=—2
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Ejercicios 1.4.1 Notacién . Prequntas, piginal/]

AR A

3.55.
16.5.

. 65.0806.

50.
77.

7.

. 42.
12.75.

. 8+h.

. 40.5051.
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