CAPITULO

1

La integral

1.2 Problemas que dan origen a la integral

Iniciamos con la presentacién de la integral mostrando los problemas que motivaron su definicién. Para
mayor claridad en la exposicién los presentamos en varias subsecciones; en la primera introducimos algu-
nas nociones generales y en las siguientes tratamos los problemas.

1.2.1 Conteo y medicién

Desde que empezaron a surgir las primeras civilizaciones, el hombre ha tenido la necesidad de contar y
medir diversos objetos para poder establecer intercambios econémicos justos (o al menos equilibrados),
realizar tareas de produccion o elaborar obras que proporcionen alguna satisfaccién estética (por ejemplo
disefios artisticos, ejecuciones musicales, construccién de monumentos arquitecténicos, etcétera).

El proceso de contar esté incluido en el medir y es un poco més sencillo. A pesar de esto, es de suponerse
que llegar a tener claro este proceso debe haber costado varios miles de afios de evolucién a los primeros
hominidos. La importancia de que se haya perfeccionado este proceso se puede apreciar con un simple
ejemplo: imaginemos la diferencia entre ver llegar a un homo sapiens corriendo a su aldea gritando, “me
siguen dos bufalos” (saquen las lanzas, arcos, flechas y matémoslos para comer) o, por el contrario, “me
siguen cien btifalos” (jcorran a ponerse a salvo de la estampida!).

Con el tiempo, para contar y hacer operaciones se fueron refinando los sistemas numéricos dando nota-
ciones especiales (simbolos) a los nimeros. Dependiendo muchas veces de razones religiosas o culturales,
los sistemas numeéricos tuvieron diferentes bases y algunos se hicieron posicionales.

La siguiente figura muestra los sistemas numéricos de algunas culturas. Ciertos documentos histéricos
como el papiro de Ahmes (Egipto, siglo XIX aC) y la tablilla Plimpton 322 (Babilonia, cerca de 1800 aC)
demuestran el grado de avance alcanzado en matematicas.

Egipcio: 1 b 90 . 0 100 .. % 1000 f
Romano: 1 I 5 .. Vv 0 - X 500 D 1000 --- M
Maya: 0 ... @ 1 ... . 5 eee . — 19 =T e @»
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2 Calculo integral

Al avanzar en el manejo de los nimeros y la escritura, se desarrollaron los algoritmos para realizar opera-
ciones y la aritmética en general. Con esto surgieron los niimeros naturales

N={1,23..}

y los enteros
Z=4{...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Se puede decir que con los ntimeros naturales se tiene todo lo necesario para contar, sin embargo los
nuimeros negativos y el 0 (cero) de los enteros son necesarios para que en la suma tengamos el elemento
neutro aditivo y los inversos aditivos.

Por otra parte el proceso de medir es mas complicado. Se puede decir que medir es lo mismo que contar
cudntas veces estd contenida una unidad dada o patrén en lo que se desea medir. Por ejemplo, para medir
la longitud de un lado de una mesa, se considera una unidad patrén (metro, pie, pulgada, centimetro ...) y
se cuenta el nimero de veces que se encuentra contenida en la longitud mencionada. Muy pronto podemos
ver que, este proceso de contar cudntas veces cabe la unidad dada, rara vez nos dara un valor exacto; con
frecuencia nos sobrara algo después de poner un ntimero entero de la unidad patrén, por ejemplo:

u Sobrante

En esos casos, para hacer més precisa la medicion tomamos subdivisiones de la unidad patrén, por ejemplo:
(Metro — decimetro — centimetro — milimetro)

y volvemos a contar con estas subdivisiones como un nuevo patrén. Este proceso puede repetirse de ma-
nera indefinida; surgen asi los niimeros racionales positivos, o fracciones positivas, y luego los niimeros
racionales, que es el conjunto:

Q:{%’m,neZ&n#O},

el cual también puede ser definido como:

Q:{?’ eZ&qu}.

Con la ayuda de estos ntimeros podriamos determinar cudl es la longitud de casi cualquier cosa, de manera

6
aproximada. Podriamos decir, por ejemplo, que la longitud del lado de una mesa es 3 M0 equivalente-

mente 120 cm o 1 200 mm.
Los ntiimeros racionales no se representan de manera tnica: todo numero racional se puede escribir de una
infinidad de maneras distintas, por ejemplo:

6 12 24 120 1200

510 20 100 1000

Aunado a esta propiedad estd la frecuente dificultad que tiene mucha gente para operar con fracciones,
pues olvidan que para sumar o restar dos ntimeros racionales deben tener el mismo denominador, por
ejemplo:

6 3 24 15 39

sTiT 0 0 0
En la primera igualdad sustituimos las fracciones originales por fracciones equivalentes con el mismo de-
nominador, mientras que en la segunda sélo sumamos los numeradores de las fracciones.
Para facilitar de alguna manera la escritura y operaciones con ntimeros racionales se usa la notacién con
punto decimal en la que, por ejemplo, 1.25 representa al niimero

2 5 125 25 5

4+ =+ > bi D2
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1.2 Problemas que dan origen a la integral 3

Cada digito después del punto decimal se multiplica por una potencia negativa de 10, asi por ejemplo:

3.8374=3+8-1001+3.-10724+7-1073 +4-107%,

que se podria escribir también como o bien como una fraccién equivalente mas simple; la fraccién

10000
ideal se obtiene eliminando todos los factores comunes en el denominador y numerador. Es facil operar

con niimeros en notacién de punto decimal, pues los algoritmos para operaciones son practicamente los
mismos que con los ntimeros enteros, por esa razén mucha gente prefiere usar notacién con punto decimal
en vez de fracciones. Ademas es facil convertir fracciones a decimales simplemente haciendo la divisién,

. 132 . .
por ejemplo 5 se convierte asf:

16.5
8| 132.0
52 = — =16.5.

40
0

En este ejemplo la divisiéon termina al obtenerse el residuo 0. Sin embargo, es bien sabido que hay casos en
los que la divisién nunca termina y podria prolongarse ad infinitum, por ejemplo:

3.333...
3[ 10.000

10
10 - — =3333...
10 3

O también

0.428571 ...

7| 3.000

20 =
60
40
50
10
3

= 0.428571428571 . ..

| W

Aunque estos ejemplos nos parezcan impactantes, sucede simplemente que la notacién con punto decimal
no puede representar todos los nimeros racionales mediante expansiones con un numero finito de digitos.
De hecho, las fracciones representables con unos cuantos digitos decimales son la excepcién y no la regla.
Maés atn, ocurre que cualquier fraccién al expresarse en forma decimal siempre tiene una expansién en la
que uno o mas digitos (agrupados en lo que se llama periodo) se repiten en el mismo orden hasta el infinito,
como

132

32 10 23 125
— =16500..., — =4.571428..., — =3333..., —=2.555..., — =0.125125125...
3 7 3 3.333 9 555 999 0.125125125

Por el momento deseamos observar que una breve reflexion nos lleva a ver que una fraccién tan simple

22 . . e
como —- tiene al expresarse como decimal, una expansion infinita:

22
- = 3.142857142857 ...

donde los digitos 142857 se repiten indefinidamente. ;Cémo interpretar este hecho? Por lo regular no
nos detenemos demasiado a pensar en cosas que no podemos descifrar completamente, en lugar de eso

3



4 Calculo integral

simplemente nos conformamos con aproximar un decimal infinito mediante uno que tenga solamente unos
cuantos digitos; lo expresamos asi:

22 1 2 125
— ~ 3.142857, 10 ~ 3.33, 2 A~ 256 — ~0.125..., etc,
7 3 9 999

donde = significa aproximadamente igual.

Hacemos esta clase de aproximaciones basandonos en razones puramente précticas: si en la solucién de un

23
problema el resultado fuese una longitud de — = 2.555. .., y quisiéramos marcar un segmento de linea de

esa longitud usando una regla graduada, no tendriamos ningtin problema, pues 2.555 ... son 2 unidades, 5
decimetros, 5 centimetros, 5 milimetros, pero seria muy dificil ir mds alld en exactitud (bien sabemos que la
punta del més fino marcador o lapiz es mayor que 0.0005).

Sin embargo, si la longitud 5 om fuese necesario medirla con mayor precision (si fuera parte de un aparato

o mecanismo de alta precisién), seguramente hariamos un esfuerzo mayor para obtener esa precision.
Otra problema que enfrentamos con los nimeros racionales es que con ellos no es posible representar
cualquier longitud.

Por ejemplo, si se tiene una mesa cuadrada de lado 1 m, entonces su diagonal mide +/2.

c
Por Pitagoras:
V2 | ACT =B +BC =2
AC = V2.
A B

1

Desde el siglo IIT aC los mateméticos griegos de la escuela pitagérica descubrieron el ntimero +/2; este es
la longitud de la diagonal anterior y no puede representarse como un ntimero racional (cociente de dos
enteros); lo mismo sucede con muchos otros mas. Hoy en dia sabemos que los niimeros no expresables
como cociente de enteros, llamados irracionales, son una infinidad mayor que la infinidad de ntimeros
racionales. Si vemos la expansion decimal de un niimero racional A y otro irracional B, hay una forma de
distinguirlos: ambas serian infinitas, pero en la expansién decimal de A debe haber un periodo (grupo de
digitos) que se repite hasta el infinito y en el irracional B nunca veriamos un periodo, lo cual no es facil de
afirmar.

Ejemplos:
1. A = 35.783425783425783425 . .. es racional, ya que se repite el periodo 783425.
2. B =2.10111213141516171819110111 . .. es irracional (sin periodo).
3. +/2 = 1.4142135623731 ... es irracional (sin periodo).

4. w = 3.1415926535897931 ... es irracional (sin periodo).

58 _
e = 4.4615384646153846 . .. es racional, con periodo 46153846.

o

Finalmente, al considerar todos los ntimeros que pueden expresarse como una expansién decimal infinita
(con o sin periodo) obtenemos los nimeros reales:

R = {ag.a1aza3 ... |ao es un entero & a; son digitos parai = 1,2,3, ... }.
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Cada nimero real tiene, como dice la definicién anterior, una expansion decimal infinita; se puede pensar
en aproximarlo mediante ntimeros con una sucesion finita de digitos después del punto, digamos 8 o 16
digitos. En ese caso estaremos manejando aproximaciones del valor exacto del ntimero; mientras esto
produzca nimeros razonablemente véalidos, obtendremos lo que necesitamos de nuestros calculos, de lo
contrario tendremos que aumentar la precisiéon segtn se necesite.

Es comtn afirmar en matematica que “podemos aproximar un valor tanto como se quiera”, refiriéndonos
a lo que sucede, en lo expresado anteriormente. Con mucha frecuencia en este texto estaremos analizando
el tema de la aproximacién y cémo mejorarla usando métodos matematicos.

1.2.2 Medicion de dreas

Lo explicado anteriormente sobre medicién de longitudes podria parecer suficiente para medir cualquier
clase de magnitud, pero es preferible dedicar algo de atencién a las dreas, como lo haremos después con
otras cantidades como voltimenes, longitud de curvas y otras mas.

La medicién de 4reas ha sido importante desde la antigiiedad, pues tuvo aplicacién directa en la agricultura
(4rea de terrenos, para determinar su valor o estimar la cosecha) y el comercio (las telas, producto de trabajo
artesanal, tenfan valor proporcional a su area; lo mismo las pieles curtidas de animales). ;Qué es el 4drea?
¢(Coémo medir las 4reas?

Para comenzar podemos decir que el 4rea es una medida de la extensién de una regién plana cerrada. Si R
es una region, denotaremos su area por A(R) y observamos que debe cumplir las siguientes propiedades:

1. Positividad: A(R) > 0.
2. Aditividad: si R es la unién de dos o més regiones que no se traslapan, es decir:
R=RiURU ... UR,,

entonces:
A(R) = A(R1) + A(Ry) + ... + A(Ry).

3. Normalizacién: el drea de un rectangulo R cuya base tiene longitud b, altura , es

A(R) =b-h (unidades cuadradas).

h R AR) =b-h
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Es oportuno hacer algunos comentarios sobre estas propiedades:

1. Sobre la positividad, podemos decir que es lo que se espera de la medida de la extensién de una
region: a los conjuntos muy pequefios como un punto, una linea (recta o curva) o coleccion finita de
estos se les asigna un valor de 4rea 0, lo que va de acuerdo con nuestra experiencia; por otro lado,
como medida del tamafio o extensién de una region, es de esperarse que su valor sea positivo cuando
no sea cero. Mds adelante se podra hablar de dreas con valor negativo, pero s6lo como una convencién
para cumplir ciertos requisitos de orientacion o signo.

2. La aditividad proviene del sentido comtn: una regién R al seccionarse en partes tiene la misma drea
que la suma de las 4reas de sus partes.

A(R) = A(R1) + A(R2)

Rs

De aqui se desprende otra importante propiedad, llamada monotonia del drea: Si R’ es una regién
contenida en R, entonces A(R’) < A(R). Dicho de otra forma, regiones mds grandes deben tener un
drea mas grande.

Esto es asi porque, como se muestra en la figura anterior, R seria entonces la unién de R’ con su
complemento en R, que es R — R’. Por consiguiente, R = R’ U (R — R’) y, como esas regiones no se
traslapan, entonces:

A(R) = A(R") + A(R - R'),

pero como A(R — R') > 0, al omitir este sumando en el lado derecho de la igualdad anterior obte-
nemos:
A(R) > A(R') obien A(R') < A(R).

3. Lanormalizacién que utilizamos merece la pena comentarse. ;Porqué definir el drea de un rectangulo
como se hace?

La respuesta puede dejarnos ver algo sobre la consistencia de la matematica pues, como se dijo antes,
medir es contar cudntas veces estd contenida una unidad patrén en lo que se desea medir. Para
medir 4reas se utiliza como patrén un cuadrado que tenga por lado la unidad de longitud, y su 4rea
sea una “unidad cuadrada”; asi por ejemplo, un rectdngulo que tenga por base 4 cm y altura 3 cm,
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tendra exactamente 12 cm? de drea, como se puede ver contando los cuadrados unitarios de la figura
siguiente:

>h=3cm

/

N J
'
b=4cm

Si la base y la altura de un rectdngulo tienen longitudes que son mdltiplos enteros de la unidad,
vemos que su drea serd A(R) = b - h. Para el caso de longitudes fraccionarias, se tendrd que dividir
el cuadrado unitario que sirve de patrén y utilizar proporcionalidad para obtener el drea correspon-
diente. Asi, por ejemplo, para un rectingulo que tuviera base » = 4.4 cm y altura h = 3.2 cm,
podriamos dividir cada lado del cuadrado unitario que usamos en la figura anterior en cinco partes
iguales:

1 cm

0.2 cm

lem " 0.2cm

Ya hemos visto cuédntas veces cabe el cuadrado unitario (de 1 cm de lado) en el rectdngulo original;
necesitamos ver ahora cuantas veces cabe el cuadrado de 0.2 cm de lado, en la region no cubierta
anteriormente, como sigue:

~

> h=32cn

~~
b=4.4cm

El 4rea del rectdngulo R serd la suma del area del rectdngulo sin sombrear més el drea de la parte
sombreada (es decir, 12 cm? més el 4rea de la parte sombreada). Para esta tiltima podemos contar los
cuadrados de 0.2 cm de lado como se ve en esta figura:

b

CLITTTTTTTTTTTTTTTTT
5 5

5454+54+5+2+10+ 10+ 10 = 52 cuadros
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Asi, el borde sombreado contiene 52 cuadros de 0.2 cm de lado; el drea de cada uno de estos cuadritos

1
es oo = 0.04 del cm? que tenfamos originalmente, de modo que la regién sombreada tiene un drea de

52
2% = 2.08 cm?, y el 4rea total del rectangulo es entonces:

A(R) = 12 +2.08 = 14.08 cm?.

Desde luego, el mismo resultado se obtiene cuando simplemente se multiplican la base por la altura:
A(R) = (4.4)(3.2) = 14.08 cm?.

El argumento anterior se presenté para que el lector pueda apreciar la concordancia entre las ideas
basicas del 4rea de una region y lo que hacemos comiinmente para calcular areas.

e ;Porqué se utilizan unidades cuadradas? ;Podrian emplearse unidades que no sean cuadradas?

Considerando poligonos regulares, ademads de utilizar cuadrados, podriamos utilizar otros dos tipos
de figuras, a saber, tridngulos equildteros y hexdgonos regulares, pues con cada una de estas tres
figuras (del mismo tipo y tamafio) es posible cubrir el plano. Sin embargo por su facilidad o por
tradiciéon y costumbre, se utilizan como patrén los cuadrados y en tres dimensiones los cubos, en vez
de tridngulos y tetrahedros, respectivamente.

Con relacién a los poligonos regulares mencionados (cuadrados, tridngulos y hexdgonos regulares),
es importante lo siguiente:

* En un cuadrado se pueden inscribir cuatro cuadrados de un mismo tamarfio. El lado de estos tiene
una longitud igual a la mitad de la longitud del lado del cuadrado original.

* Se pueden inscribir nueve cuadrados de un mismo tamafo. El lado de estos tiene una longitud
igual a la tercera parte de la longitud del lado del cuadrado original.

* En un tridngulo equildtero se pueden inscribir cuatro tridngulos de un mismo tamafio. El lado de
estos tiene una longitud igual a la mitad de la longitud del lado del tridngulo original.
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/N AN

* En un tridngulo equilatero se pueden inscribir nueve tridngulos de un mismo tamafio. El lado de
estos tiene una longitud igual a la tercera parte de la longitud del lado del tridngulo original.

AN

» En un hexdgono se pueden inscribir cuatro hexdgonos de un mismo tamario. El lado de estos
tiene una longitud igual a la mitad de la longitud del lado del hexagono original. De los cuatro
hexagonos inscritos, uno esté en partes.

<:> El cuarto hexdgono es

* Se pueden inscribir nueve hexagonos regulares de un mismo tamafio. El lado de estos tiene una
longitud igual a la tercera parte de la longitud del lado del hexdgono original. De los nueve hexa-
gonos inscritos, dos estdn en partes.

Los hexdgonos 8 y 9 se forman asf:

» También se pueden inscribir 16 hexdgonos regulares de un mismo tamafio. El lado de estos tiene
una longitud igual a la cuarta parte de la longitud del lado del hexagono regular. De los 16 hexa-
gonos inscritos, tres estan en partes.

De lo anterior se puede apreciar que si se dividen los lados de las figuras originales en n partes, se for-
man n? figuras semejantes de menor tamafio. Los matematicos de la escuela Pitagérica descubrieron
que si colocamos puntos, de manera que su arreglo regular forme un cuadrado, obtenemos al contar-
los, precisamente los niimeros cuadrados.

e 6 o o o

e e o o e e o o o

e o o e o o o e 6 o o o

e o e o o e o o o e o6 o o o

[ ] o o e o o e o o o e 6 o o o
4 =722 9=32 16 = 42 25 =52
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e Volviendo a nuestra discusién principal, podemos calcular el drea de un rectdngulo o de cualquier
paralelogramo como el producto de la longitud de su base por su altura y la de un tridngulo como la
mitad de este producto.

Un rectdngulo y un paralelogramo, ambos con igual base y altura tienen la misma area:

b b

El 4rea de un tridngulo mide la mitad del 4rea de un paralelogramo con la misma base y altura:

I
I
I
h |
I
I
I
|

b

e Utilizando las propiedades enunciadas antes (positividad, aditividad y normalizacién) podemos cal-
cular el drea de cualquier poligono; la forma més simple de hacerlo es mediante triangulacion, que
consiste en subdividir el poligono en tridngulos, de modo que la suma de las areas de los tridngulos
sea igual al drea del poligono:

La triangulacién es el método empleado comtnmente en topografia para el clculo de 4reas de terrenos con
frontera poligonal. Si todas las figuras planas fueran poligonales (es decir, con una frontera compuesta de
un ntmero finito de segmentos rectilineos), el problema del cdlculo de 4reas habria quedado resuelto desde
hace dos mil afios. Pero no es asi, el problema empieza a complicarse justamente cuando deseamos conocer
el valor del drea de un circulo, una elipse, una regién con un segmento parabélico o el valor del 4rea de
figuras con contornos curvos.

Circulo Elipse

10



1.2 Problemas que dan origen a la integral 11

Segmento parabolico Un tridngulo curvilineo, dos lados
rectos y el tercer lado es un arco de
hipérbola

Forma aproximada de la piel de un

animal
Con las ideas presentadas hasta el momento, la tinica forma que tenemos para calcular el drea de figuras es
mediante aproximaciones sucesivas, lo cual consiste en tomar la unidad patrén y acomodar tantas copias
como sea posible, sin traslaparse, dentro de la regién cuya area se desea calcular; a continuacién tomar
divisiones de la unidad patrén y colocar tantas de ellas como sea posible sin traslaparse en las partes que no
han sido cubiertas de la regién; continuar este proceso hasta tener una aproximacién suficientemente satis-
factoria del valor del area. La figura siguiente ilustra las primeras etapas de este proceso para aproximar
el valor del drea de una region cerrada cualquiera, como se hacia por ejemplo en la educacién bésica, con
cuadriculas que se hacen cada vez mas finas.

/
N \ \

En las secciones 1.3 y siguientes, veremos cémo hacer el cdlculo del drea de una regién de manera sis-
tematica y asi obtener resultados més precisos.

1.2.3 Medicién de la distancia recorrida por un mévil

En esta subseccién presentamos un problema que al parecer estaba presente en las investigaciones de New-
ton y lo condujeron a descubrir el teorema Fundamental del Calculo.

Si un movil viaja de tal manera que se conoce su velocidad instantdnea v(f) en cada instante ¢ de un inter-
valo, ;es posible determinar la distancia s(¢) que ha recorrido para cada instante ¢? En este caso suponemos
que el movimiento ocurre en una sola dimensién; incluso podemos suponer que es una trayectoria recta.
Resolver completamente el problema anterior no es tarea facil; en el proceso de solucién se tendrd que pasar
por una aproximacién que dard una respuesta parcial y, al mejorar las aproximaciones seguidas por un
proceso de limite, se llegard a la solucién. Podemos considerar un caso particular méas simple del problema
al que si daremos solucién completa, para después indicar como resolver el caso general.

11



12 Calculo integral

Ejemplo 1.2.1 Supongamos que un automdvil viaja por un camino con velocidades constantes en cada intervalo de
tiempo como se indica en la siquiente tabla (hay que admitir que esta es una suposicion fisicamente imposible, ya que
la velocidad no puede cambiar abruptamente de un instante a otro pero si modela la situacion en que la velocidad
representa la velocidad promedio en el intervalo de tiempo). Determinar la distancia recorrida en cada instante.

Tiempo (min) | Velocidad (km/h)
0<t<5 20
5<t<8 40
8<t <10 60

10 <t <30 80
30 <t <45 60
45 <t <50 0
50 <t <55 60
55 <t <60 40

Y Con la informacién proporcionada en la tabla podemos graficar la velocidad en funcién del tiempo

como sigue:
v(t) km/h
80 \* ***** e *
I I
| |
| |
Ny |
60 |———— e ——— . - ——o——e
L | ! ! !
L | | | |
(. | I I I
T b e
| |
} [ | | | | }
| [ | | | | |
| [ \ \ \ \ |
20 o—% | | \ \ \ \ |
o [ [ | [ |
| [ | I I I |
| (. I | | I I
[ | ! . | | > ¢ min
0 5 8 10 30 45 50 55 60

Esto se puede interpretar como un viaje corto en automoévil.
e Comenzando los primeros 5 minutos a una velocidad promedio de 20 km /h.
e Del minuto 5 al 8, a 40 km/h.
e Del minuto 8 al 10, a 60 km/h (tal vez porque se estd dejando atras el trafico lento).

e Los siguientes 20 minutos (del 10 al 30), a una velocidad de 80 km/h.

Después, de los minutos 30 al 45 se disminuye la velocidad a 60 km/h.

Para detenerse por completo (digamos para cargar gasolina), del minuto 45 al 50.

Luego de esa pausa el viaje contintia a 60 km/h, del minuto 50 al 55.
e Por ultimo, a 40 km/h, del minuto 55 al 60.

Para calcular la distancia recorrida, tenemos que recordar que para una velocidad constante v, en un inter-
valo de tiempo ¢, la distancia recorrida d en ese intervalo satisface

d = vt.

12



1.2 Problemas que dan origen a la integral 13

Tenemos que tomar en cuenta las unidades correctas para hacer las operaciones, de modo que 20 km/h son

20

@03 km/min; 40 km/h equivale a 03 km/min y asi con las demads velocidades del automévil. De
1

esta manera, en los primeros 5 minutos, al viajar a 3 km /min, el automoévil recorrié

dy = (%) 5) = gkm.

En los minutos 5 a 8 recorrié d, = (§> (3) = 2 km; de manera similar podemos calcular las distancias

recorridas en los demads intervalos, como se muestra en la siguiente tabla.

Numero de Intervalo Duracién del Velocidad Distancia recorrida | Distancia recorrida
intervalo de tiempo intervalo (en km/min) en el intervalo (en km) acumulada
(minutos) (en km) desde el inicio
1 0<i<5 5 ! > >
- 3 3 3
2 5<t<8 3 2 5 5 12— 11
- 3 3 3
11 17
3 8<t <10 2 1 2 — +2=—
3 3
4 10<t <30 20 4 @ E-q-@—ﬂ
- 3 3 33 3
97 142
5 30 <t <45 15 1 15 — +15=—
3 3
142 142
6 45 <t <50 5 0 0 T Li0= "=
3 3
142 157
7 50 <t <55 5 1 5 — +5=—
3 3
8 55 <t <60 5 2 E ﬂ E = ﬁ
- 3 3 3 33

Esta tabla casi se explica por si misma; en la tercera columna esta la duracién en minutos de cada intervalo
en el que el automovil ha avanzado a velocidad constante; en la siguiente columna se encuentra la velocidad
convertida a km/min; en la quinta columna, la distancia recorrida en el intervalo correspondiente, esta se
obtiene en cada renglén al hacer el producto de las dos columnas que le preceden. La tdltima columna
muestra la distancia desde el inicio, asi que la distancia que aparece en la entrada inferior derecha, muestra

167
la distancia total recorrida, que es ER ~ 55.33 km.
O

., dg las distancias que se recorrieron en cada intervalo, por vy, v2, ..., vg las
., Atg la duracién de cada intervalo, vemos claramente que

Si denotamos por di, d>, ..
velocidades en cada intervalo y por Atq, At,, ..
la distancia total recorrida d cumple:

8
d=di+dy+...+dg =viAt; + V2At, + ... +U3At3=ZviAti;
i=1

13



14 Calculo integral

(donde la letra griega > se utiliza para abreviar la suma de los 8 términos).

Al ver esta igualdad, se puede inferir lo siguiente: si se tuviese una sucesién de » intervalos de tiempo Ay,
At,--+, Aty, enlos que el mévil mantiene velocidades constantes vy, vz, - - , vn, las distancias recorridas en
cada uno de dichos intervalos serian:

di = viAt1,dy = V2t ..., dy = v, Aly,.

Luego, la distancia total recorrida seria

n
d=di+dr+ ... +d, = viAt; +V2Atr + ... +UnAtn=ZUiAli.

i=1

(donde la letra griega ) | se utiliza para abreviar la suma de los n términos).
Lo que gréficamente se veria de la siguiente forma:

v(t)

donde Aty =t1—to, Aty = th—t1, Aty = t3—13,..., At, = t, —t,—1 sonlos intervalos de tiempo que pueden
ser de igual o diferente tamafio.

Ahora bien, si la velocidad v(f) del movil variase continuamente con el tiempo en vez de ser constante
en diferentes intervalos de tiempo jse podria calcular el valor de la distancia total recorrida a lo largo del
tiempo [to, t,]?

v(t)
\

to In

Indiscutiblemente que este problema es mds complejo que los anteriormente mecionados. La complejidad
se debe a que la velocidad v(#) ya no es constante por intervalos de tiempo, lo que trae consigo que no
podamos calcular la distancia recorrida en cada uno de dichos intervalos mediante la igualdad dy = vi At.
Sin embargo, en cada intervalo de tiempo Af; podriamos pensar en una velocidad constante Vj, que fuese
representativa de las velocidades v(¢) alcanzadas en dicho intervalo, algo asi como una velocidad media en
el intervalo.

Con esto se tendria que Vi Az, seria una aproximacién de la distancia recorrida por el mévil en el intervalo

Aty, es decir: A
dip ~ Vi Aty parak = 1,2, ..., n.

Estas aproximaciones en los intervalos nos llevaria a un valor aproximado para la distancia total d recorrida
por el moévil desde ¢ = o hastat = ¢,.
Tal aproximacion seria:

d ~ VlAll + ﬁzAlz + ...+ ﬁnAln

14



1.2 Problemas que dan origen a la integral 15

o bien

v(t)

Ahora bien:

¢Como elegir la velocidad constante Vj, para que sea representativa de v(z) en el intervalo de tiempo Aty ?
Daremos respuesta a esta pregunta en las secciones siguientes, junto con las condiciones para que se pueda
resolver este tipo de problemas.

1.24 Medicién de la longitud de una curva

Presentamos ahora otro problema que guarda mucho parecido con el de la subseccién anterior y se puede
resolver de manera similar.

Dada una curva €, que es la gréfica de una funcién continua y = f(x) definida en un intervalo [a, ], ;cémo
podemos medir su longitud en dicho intervalo? De nuevo, el problema no puede resolverse ahora en la
forma general que estd planteado. Sin embargo, podemos proponer un problema algo mas simple.

Ejemplo 1.2.2 Supongamos que la curva € es una poligonal que pasa por los puntos (xo, yo), (X1, ¥1), (X2, ¥2), ...,
(Xn, yn), donde a = xo, b = xp: determinar la longitud de la curva.

Y Con la suposicién de que € es una poligonal, todo lo que hace falta es sumar las longitudes de los
segmentos rectilineos que la forman.

N

a b———-—

X1 X2 X3 X4 X5 Xn—1

Para ello utilizamos la férmula para la distancia entre dos puntos, conocida en geometria analitica:

dist [(x1, y1). (x2. y2)] = V/ (x2 = x1)2 + (y2 — y1)2.

15



16 Calculo integral

De esta forma, la longitud de la poligonal es

Longitud (€) = dist [(xo, yo), (x1, ¥1)] + dist [(x1, ¥1), (x2. y2)] + ... + dist [(Xu—1, Ya—1), (Xn, Yn)] =
=/ (x1 —x0)2 + (31 = ¥0)? + V(2 = x1)2 + (y2 = y1)2 + .. + V(0 — Xn—1)? + (Yn — Yu—1)?.

La presencia de las raices cuadradas en esta suma complica un poco las cosas (recuerde que la suma de
raices cuadradas no es lo mismo que la raiz cuadrada de la suma), pero algo se puede hacer para abreviar
la suma anterior, si se utiliza la notacién para sumas (que se explicard en una seccién posterior).

Longitud (€) = Y v/ (xk — xk—1)? + (k — yk-1)2-
k=1

Ademéds, ya que xx # xx—; y por ende xx — xx—; # 0, podemos hacer la siguiente factorizacién en cada
sumando:

_ 2
V0o = X512 + (v = ya-1)? = \/(xk = Xk—1)? [1 + M] =

(xk — Xk—1)?

2
=/ (g — xg—1)?- \/1+ ykl) =

xk — Xk—1
=1+ (mp)? - (xg — xx—1),

Tk = Vet por my, puesto que es la pendiente del k—ésimo segmento
Xk — Xk—1
de €, que une a (xx—;, Yk—1) con (xg, yx). También podriamos denotar Axy = xx — xx—;, con lo que la

ecuacioén para la longitud queda:

en donde hemos denotado el cociente

Longitud (€) = » /1 +m} Ax. (1.1)
k=1

La ecuacién (1.1) nos permite calcular la longitud de cualquier poligonal (con la tnica restriccién de que
Xo < X1 < X2 < ... < Xp), y podemos plantearnos calcular la longitud de curvas mas generales, como la
presentada en la siguiente figura, donde la curva € es la grafica de una funcién continua en un intervalo
cerrado [a, b]:

Con este ejemplo puede el lector obtener una aproximacién, tomando puntos en la curva con abscisas
a = xo <X <X2... <x, = b para formar una poligonal cuya longitud en [a, b] serd menor o igual® que
la longitud de la curva € en el mismo intervalo:

2.Porque la distancia entre dos puntos medida en linea recta es la més corta.

16



1.2 Problemas que dan origen a la integral 17

>~ F-————-—=—-=

Il
X0 Xn

Asi podemos concluir de manera intuitiva:

Longitud (€) > Z \/1+ m? Axi, obien, Longitud (€) » Z \/ 1+ mi Axg,
k=1 k=1

S () — f(xk-1)

Xe = X1
Si usamos muy pocos puntos en la curva para formar la poligonal, la aproximacién puede ser muy pobre,
pero a medida que se aumenten puntos en la curva y, consecuentemente, segmentos de la poligonal, la
precision mejorara.

donde Axk =Xk — Xk—1yYy Mg =

O

Usualmente se ensefia en la escuela elemental que el perimetro de un circulo es el producto de 27 por el
radio del mismo, y que 7 es aproximadamente 3.1416. ;Cémo se lleg6 a ese resultado?

Perimetro = 27
Perimetro= 2nr

Ejemplo 1.2.3 ;Cudnto vale w?

Y Larespuesta es en parte por proporcionalidad. Todos los circulos son figuras semejantes, asi que si un
circulo tiene radio 1 y otro radio r entonces, si el perimetro del primero es P, el del segundo debe ser P - r,
es decir, la proporcién entre los radios de los circulos es la misma que debe haber entre sus perimetros, y
solamente tendriamos que comprobar que el perimetro de un circulo de radio 1 es 2, con w = 3.1415926. ..
Ademés, bastaria con aproximar el valor de la longitud de media circunferencia unitaria y comprobar que
este es aproximadamente 7, como en la figura:

y=+1—x2

| X

-1 1

Para conocer el valor de 7 hay que aproximar la longitud de esta media circunferencia usando poligonales:
si usamos una poligonal por los puntos extremos y el punto medio, obtendremos, como primera aproxi-
macién que 7 &~ 2v/2 ~ 2.8284.

17



18 Calculo integral

| X

-1 1

Esta es una aproximacién deficiente, pero la podemos mejorar si afiadimos los puntos medios de los ar-
cos de circulo, obteniendo asi una poligonal de cuatro segmentos, y podriamos después repetir el proce-
dimiento duplicando cada vez el nimero de segmentos, como se muestra en la figura:

° ° X ° ° X
-1 | 1 -1 | 1

Obtendriamos asi una sucesién de sumas (de los lados de las poligonales) que crece y se aproxima cada vez
mas al valor de la longitud de la semicircunferencia de radio 1 que llamamos =:

S1=2v2=2L,, S,=4L,, S3=8Ls3, ..., S,=2"L,,

donde hemos denotado con L», L3, ..., L, las longitudes de los segmentos poligonales y L; = V2. Un

razonamiento geométrico nos permite obtener el valor de L, en funcién del anterior L,_;:
)

1. La cuerda PQ tiene longitud L,—;.

2. R es el punto medio del arco PQ (por lo que S es el punto medio de PQ).

3. OR es ortogonal (perpendicular) a PQ.

N 1
4. El tridngulo rectangulo AOSQ con hipotenusa 1, tiene el lado ] oS ] =-L,_1.

2

Por lo anterior el lado OS medir4, de acuerdo con el teorema de Pitagoras:

os1= - (552

18



1.2 Problemas que dan origen a la integral 19

Por otro lado, en el tridngulo rectdngulo ASRQ tenemos:

]ﬁyzL"z‘l; ySRy—l—yOSy—l—,/l— Ln- 1

=Q]+]S_R

2
() [ - %¢ SRNCOE
=2-24/1- —\ /412,

y la hipotenusa QOR, que es L, satisface, ?, es decir,

U
h
3
Il
[\
|
~
|
h
N

N

De lo anterior, dado que L; = V2

Ly =1/2—/4— L2 =1/2—V2;
\/2 \Va—-@2—-2) = \/ V24 V2
SN S S0 MR AR S J_\/H Jorva

Por lo que, las longitudes de las poligonales obtenidas (en cada particién) son

Ly=1\/2—1/4—L3%=

S1=2v2=12.8284...;

Sy =4\/2—2=3.0614...:

S3=8\/2—\24++V2=31214...;
S4=16\/ —\/24+ 2+ V2 =3.1365...

Continuando de esta manera es posible encontrar mejores aproximaciones del nimero = = 3.1415926.. .,
del cual se sabe hoy en dia que es irracional y se han llegado a calcular, usando diversos métodos y moder-
nas computadoras, alrededor de 232 digitos en la parte decimal.

O

Después de haber presentado los problemas y ejemplos anteriores, junto con sus soluciones o ideas para
resolverlos, para cerrar esta seccién nos gustaria resaltar algunas caracteristicas comunes a todos ellos que
son el germen del célculo integral.

En los problemas presentados, cédlculo de areas, distancia recorrida a una velocidad variable conocida y
longitud de curvas, hemos visto que resolver el problema en forma general puede ser muy complicado, sin
embargo:

1. Todos ellos pueden resolverse en forma aproximada realizando algunas simplificaciones, que consis-
ten basicamente en sustituir la curva original por otra que tiene un ntimero finito de valores y esté
cercana a la curva original.

2. En todos los problemas el célculo de la solucién, nos conduce a aproximar por medio de sumas, en
las cuales cada sumando es un producto del valor de una funcién por una cantidad pequefia (A¢; o
bien Ax;), que puede ser considerada como un pequefio incremento de la variable independiente.

19



20 Calculo integral

3. En cualquiera de los tres problemas, al hacer mds finos los métodos de aproximacién obtenemos resul-
tados mds cercanos al valor real buscado.

De eso trata precisamente el cdlculo integral; describiremos con més precisién y detalle en las secciones
siguientes el proceso que se aplica para resolver problemas como los discutidos en esta seccién.

Maés concretamente, presentamos en la siguiente seccién cémo encontrar el drea de una region bajo una
curva que es la grafica de una funcién; posteriormente introducimos las sumas que surgen del calculo
aproximado de 4reas, llamadas sumas de Riemann, que nos permiten definir la integral de una funcién. El
resto de este capitulo estd dedicado al estudio de las propiedades de la integral junto con la relacién que
guarda con la derivada, asi como algunas de sus aplicaciones.

Es posible que el lector haya leido o escuchado anteriormente alguna expresiéon como “la integral es lo
contrario de la derivada”. Los autores de este libro consideramos tal afirmacién inapropiada, porque des-
orienta al estudiante, no informa con claridad en qué sentido es su significado y, lo que es atin peor, reduce
la integral a una especie de apéndice de la derivada, lo cual es completamente inadecuado. Més adelante
veremos cémo se debe precisar la afirmacién mencionada para darle validez, hasta ese momento pedimos
al lector que sea paciente y vea la presentacion que hacemos de la integral sin pensar en derivadas.
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