ECUACIONES DIFERENCIALES
VARIACION DE PARAMETROS E0100

Utilizando el método de variacién de parametros, calcular una solucién particular y escribir la
solucién general de la edo.
(1) X
l’2y” o 4!13”3/, + 6y ——
x
Dado que y; = 22 v y» = 2° forman un conjunto fundamental de soluciones para la edo.
(homogénea asociada):
2?y" — 4y’ + 6y =0

(2)

2?y" —zy' +y=4zxlnz
Dado que y; = z v yo = xInx forman un conjunto fundamental de soluciones para la edo.

(homogénea asociada):

:)32y”—:)3y'+y:0

y" +y=sec’z

3x

//_3/ 2:
y' =3y 2y =g

()
.f(fy// . (SL’—F 1)y/+y — x2e2x
Dado que y; = = + 1 es solucién de la edo. (homogénea asociada):

zy" —(r+1)y' +y=0

(6)
2?y" + xy’ +y = sec(Inx)
Dado que y; = sec(lnz) es solucién de la edo. (homogenea asociada):

932y”+xy’+y: 0
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Respuestas

Utilizando el método de variacién de parametros, calcular una solucién particular y escribir la
solucién general de la edo.

(1) Resolver:

1
le2y// . 4!13?// +6y ——
T

Dado que y; = 2% y y» = 2® forman un conjunto fundamental de soluciones para la edo.
(homogénea asociada):
2?y" — 4y’ 4+ 6y =0

Sea y,(z) = ui(z)y1(x) + ua(x)ye(z) una solucién particular.
Entonces:

Yp(7) = u2® + upr® = Yy, = ulw? + 2upr 4 upr® + Juga?

Considerando que:

(A) ujz? + ujr® =0
Entonces:

/_

Yp
Sustituyendo en

2y + Susx® = Yy, = 2uix + 2uy + 3usr? + Gugx

1
2y, — dzy, + 6y, = -

Se obtiene:

22 (2ulx 4 2uy + 3ugr® + 6ugw) — 4x(2uix + 3uw?) 4 6(uyx? + uga®)

1
22 + uy(22° — 82% + 627) + 32 uy + ug(62® — 122° + 62°%) = -

1
27 + 3x*uy = —, dividiendo por
T

1
(B) 2zu] + 3r%uy = =

Entonces u{ y uj deben satisfacer el sistema formado por las ecuaciones (A) y (B)

4

2uq + 3zuy = x~

?ui + 23uy =0 = Ju+au; =0
2zui + 3x%uy = x?

El determinante del sistema es

1 =z

9 3 =3r—2r=x=A,==x

5.~ |

La solucién del sistema es
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0 =z
o et 3z —z? 4 4
Uy = A = =—1 " =u =—
x
S
1 0
/ ‘2 $_4 $_4 -5 -5
T
S

De aqui que

ulz—/x_ﬂ‘da::—sc_—gjtcl:gx_?’jtcl

—4
1
U2:/$_5d$:x—+02:—1$_4+C2

—4
I . 1, ) . .
Tomando u; = -z Uy = ——x" " se tiene que, una solucion particular es
37 Y 1
1 1 1 1
2 3 -3.2 —4,3 ~1 —1
= +ux” = -x r"—-x r=-r — -
O 1 3 1
1 1

yp(fc) = Ex = 192

Entonces la solucion general, de la edo. dada, es

Y = yp(®) + kryr(z) + Koy ()
1

= Ex_l + ]{?1I2 + ]fg.ﬁ(fs

Y

Resolver:
2y —xy +y=4rnhx
Dado que y; = x y y» = xInzx forman un conjunto fundamental de soluciones para la edo.
(homogénea asociada):
x2y// i scy/ +y=0

Sea y,(z) = ui(x)y1(x) + uz(x)y2(r) una soluién particular
Entonces:

Yp = wx +usrlne =y, = ujx + uy + ugrInz 4 uy(1 + Inx)
Considerando que
uyxr + ugzlnz =0

Entonces

1
y, =ur +us(l+Inx) =y =uj +uy(1+Inx) + uy (;)

Sustituyendo en
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2y —ay, +y, =4zlnz

Se obtiene
1
2 |u) +uy(14+1Inw) +us—| — 2fug +us(l +Inz)] +ur +upzrlnz =4zlna
x

22l +us(r® +2°Inz) +uy(z — 2 —xlnz+rnz) +u(—z+2) =4zl

2*u] + 2*(1 +Inz)uy = 4rlnw
Dividiendo por 2

4
v+ (14+nz)uy=—Inz
T

Entonces u; y u4 deben satisfacer el sistema conformado por las ecuaciones (C) y (D).

zui + (rlnz)uy =0 N u{ + (Inx)uj =0
u{ + (1 +Inzx)uy =4z 'Inz u{+ (1 +Inz)uy =4z 'Inz

El determinante del sistema es

1 Inz
1 1+Inz

La solucién del sistema es

A =

‘:1+lna7—lnx:1:>AS:1

0 Inz
dr'lnz 14+ Inzx
uy = x = —42 Y (Inz)?
1 0
. |1 4z llng .
uy = — A = 4 Inx

De aqui que

d 4
u = —4 [ 27 (Inz)*dx = —4/(lnx)2 ?:c = —g(lnx)?’ +

Uy = 4/x_1 Inzdr = 4/(lnx) c;_:c =2(Inx)* + ¢
Tomando u; = —%(ln 7)3 y uy = 2(Inx)? se tiene que, una solucién particular es
Yp = U1 + ugr Inw = —%(ln r)’r+2(Inx)*zInz
() = Sa(inzy

Entonces la solucion general es

Y = yp(®) + kry1(z) + koya()
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2
Y= gx(ln 2)® + kyx + korIna

(3) Resolver:
y" +y=sec’x
Primero se obtiene un conjunto fundamental de soluciones para la edo. (homogénea asoci-
ada)

y"+y=0
Luego se aplica el método de variacion de parametros para determinar una solucién parti-
cular.

y"+y=0

Proponiendo y = e** se obtiene:
P+1=0=p=+/-1=0+1i

Entonces:

y1 = e®senlz = senzx

Yy = % cos 1z = cosx

Funciones que forman un conjunto fundamental de soluciones
Se propone como solucién particular

!/ / /
Yp = UL SENT + Uy COST = Y, = Uy SEN T + Uy COS T + Uy COS T — Up SEN T
Considerando que:
/ /
upsenx + uycosx = 0
Entonces
Y, = U1 COST — Uy SEN T = Y| = Uy COST — U1 SN T — Uy SEN T — Uy COS T

Sustituyendo en

y; + 1y, = sec® x, se obtiene
(u] cos T — uysenx — uysen T — ug cos ) + (ug sen T + U cos T) = sec’ T
U] COST — Uy sen T = sec’ T
Entonces u] y uj deben satisfacer el sistema
uysenx + uycosx =0
u{ cos T + u4sen z = sec’ x

El determinante del sistema es

sen x COS ™

2
= —sénx —cos’x =—1= A, =—1
CoOST —senw

s —

La solucién del sistema es
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0 CcosS &
) sec2r —senx —sec?x cosx
Uy = — = Secx
1 As _1
sen 0
, cosT sec’x sen r sec? x 9
Uy = = = —Senx sec’ T
A, —1

De aqui que

uy = /secxdm = In(secx + tanx) + ¢;

-1
_ cos T
Uug = —/senx sec? xdr = /(cosx) *(—senz)dr = % + ¢
Uy = —8ecx + ¢y
Tomando u; = In(secx + tanz) y us = — sec x; se tiene que, una solucién particular es

Yp = U1 SENT + U COS T
yp = (senz)In(senz + tanx) — (sec ) cos
yp = (senz)In(secx + tanx) — 1

Entonces la solucion general es

y = (senx)In(sec x + tanx) — 1 + kysenx + ko cosx

(4) Resolver:
3z

y" =3y'+2y =

1+e
Primero se obtiene un conjunto fundamental de soluciones para la edo. (homogénea asoci-
ada)

" /
y =3y +2y=0
Luego se aplica variacion de parametros para determinar una solucién particular.
Para resolver:

y" =3y +2y=0
Proponemos y = e#* y se obtiene:

p? —=3u+2=0= pu; =1, us = 2, entonces

2x

x

=€ . . .

{ funciones que forman un conjunto fundamental de soluciones
Y2 =¢

Se propone como solucién particular
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Yp = ure” + uge® = Yy, = uje” +ue’ + uge® 4 2uqe®

Considerando que
(G) uje” + use® =0
Entonces

y; = up€e® + 2upe®® = y; = uje” +ure” + 2use** + duge*

Sustituyendo en

3x
" ’ € .
Yp — 3Yp + 2yp = T se obtiene
3x
e
(uje” + ure” + 2use®™ + duge™) — 3(ure” + 2uge®) + 2(ure” + uge®) = T
eSC
3z
uje” +ure”(1 — 3+ 2) + 2use* + uge™ (4 — 6+ 2) = T
el‘
/ /2 6350
H uje’ 4+ 2u,e™ =
(1) (e + 2uget = -
Entonces u{ y uj deben satisfacer el sistema
e®ui + e*uy =0
3z
e ul + 2e**uy =
1 R

El determinante del sistema es

2x

e’ e 3 3 3 3
A, = =27 —eF = = A, ="
s et 2e% s
La solucién del sistema es
O 6232
3x
€ 62:(:
, 1 + e _6290 6396 62:(:
u g g = —
! A e3r(1 + e?) 1+e”
er 0
63:(:
696 3
, 1+e® e 3% e’
u pr— pr— p—
2
Ag e3(1+e*) 14e”

De aqui que
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Utilizando el cambio de variable t = 1 + &%

up=In(1+4+¢")—(14+¢")+c1

U2:/1iewd$:1n(1+6x)+c2

Tomando u; = In(1 + €*) — (1 4+ €%) y up = In(1 + %)
Se obtiene la solucién particular

Yp = ur€e” + uge”
= [In(1 4 €*) — (1 +e*)]e” + [In(1 + e%)]e**
=e"In(1 +e”) + e In(1 + %) — e"(1 + %)
= [e"In(1 + €%)][1 + "] — e*(1 + €7)
yp(z) = e"(1 + ") [In(1 + €”) — 1]

Por lo tanto, la soluciéon general es

Y = yp(z) + kryi(z) + kaya(z)
y=e"(14+e")In(1 + e”) — 1] + kre” + koe**.

(5) Resolver
.f(fy// . (SL’—F 1)y/+y — x2e2x

Dado que y; = = + 1 es solucién de la edo. (homogénea asociada):

zy" —(r+1)y' +y=0

Primero se obtiene otra solucién ys (mediante reduccién de orden) de la homogénea asociada
y luego se aplica variacion de parametros para determinar una solucién particular.

Para obtener y, se propone y, = uyy.
Sty = (z+Du=y; = (@ +Du'+u=y' = (z+Hu"+2u'
Sustituyendo en

ryy — (v + 1)y +y2 =0

Se obtiene:

[z 4+ Du" +2u'] = (z+ D[z + Du'+u] + (. + Du=0
vz +Du" + 27— (2 +1)*u' + [—(z+ 1)+ (z+1)]u=0
(T) z(z+1u" — (2*+ Du' =0
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Si

_dw
Cdr
Sustituyendo en (I) se tiene que

:E(x+1)fi—l;—(:v2+1)w:()

dw dw 2+ 1
1 1 R
z(x + ) = (2 + Dw " :E(:):+1)d$
/dw / dx:>lnw:/ R RN
z(r +1)
:>IH’LU:£E—|—/L+1(ZI
z(x +1)

Integrando mediante fracciones parciales:

hw=z+hzr—-2Inzx+1)+¢
=z+Inz+n(z+1)%+Inc
Inw=x+hcrr+1)?=

w = e“cyx(x +1)72

Pero w = u’
u' =ccr(r+1) = u=c /xez(:c +1)2dx

Integrando por partes:

u=cy |—ze’(x+1)" /—ewdx}

U= co[—ze(x + 1) +e*]+c3
u=ce"(x+ 1) +c3

Tomando u = e*(x + 1)~! se obtiene como la otra solucién a

o=@+ Du=(x+De(z+1)" =y =c¢"
Ahora se aplica variacién de parametros proponiendo

Yp = U1Y1 + U2Y2
Conyr=r+1lyyp=e
Yp = (2 + Duy + €"uy = y, = (x4 L)uj + us + euy + e“uy

Considerando que

(x4 1)uj + €"uy =0
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Se tiene:

I _

Yy = u1 + €"uy =y, = ug + e"ug + e uy

Sustituyendo en

zyy = (T4 Dy, +yp = 2’

Se obtiene:

wlu] + e“uy + e"uy] — (x + 1)[ug + e uy] + (2 + 1)uy + e“uy = 2%e**
zu] + v uy + [ze” — (v + 1)e* + e“uy + [—(z + 1) + (2 + 1)]u; = 2%e**

ru] + veuy = rie*

Dividiendo por x

(L) uy + e"uy = xe*”

Entonces u; y uj deben satisfacer el sistema conformado por las ecuaciones (J) y (L).
(x4 Duj +e*uy =0
uq + e*uy = re™®

El determinante del sistema es

r+1 €

As = 1 er

= (x4 1)e" — e* = xe” = Ay = xe®

La solucién del sistema es

0 x
/ xe2$ : _1.6332 2
U= A T e ¢
z+1 0
1 ze®|  (z41)ze*
Usy A pos (x+1)e

De aqui que

1
Uy = —/ezxd:c = —§€2x + 4

uQ:/(:B+1)emdx:xe””+c5

1
Tomando u; = —562“"’ y us = xe” se tiene que una solucién particular es
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Yp = (7 + Duy + €"ug = —=(z + 1)e** + " ze”
1 1
= {—ix ~3 —l—x} e* = —(z —1)e*
1
Yp = 5(17 —1)e*

Por lo tanto, la solucion general de la edo., dada, es

1
Y= 5(1’ —1)e* + ky(z + 1) + koe”

Resolver
2%y" + xy’ +y = sec(In )
Dado que y; = sec(lnz) es solucién de la edo. (homogenea asociada)

x2y//+xy/+y: 0

Primero se aplica el método de reduccion de orden para determinar otra solucién y, de la
homogénea asociada y luego se obtiene una particular mediante variaciéon de pardmetros.

Para determinar ys se propone ys = uy;

Siys = usen(lnz) =

Ycos(Inz) =

Yo = u'sen(Inz) + vz~
yy =u"sen(Inx) + 2u’'z "' cos(Inx) + ur~?[— cos(Inz) — sen(In )]

Sustituyendo en

22y) + xyy + 1y =0

Se obtiene:
u"2? sen(Inz) + u'z[2 cos(Inx) + sen(lnz)] = 0

Dividiendo por z%sen(In z)

Si

Sustituyendo se tiene que
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dw cos(lnz) 1 1
T _ | 8B 2 2y
dx sen(lnx) z =«

/d_w__2/cos(1nx)d_:v_ dx

w sen(lnz) x x
Inw = —-2nsen(Inz)] —Inzx + ¢
Inw = In[sen(Inz)] > + Inz™! + Inc,

Inw = In cyz ™ [sen(In z)] 2

_ _ (&) 1
W = CoT l[sen(lnx)] 2= ; m

c
w=—csc?(Inz)
x

pero w = u’, entonces

d
U= co /CSC2(1I1 x) % = —cycot(lnzx) + c3

tomando u = cot(lnz) se tiene que

cos(In x)

y2 = [cot(Inz)]sen(lnx) = sen(In )

sen(In x)
Yy = cos(Inx)

Ahora se aplica variacién de parametros, proponiendo

Yp = UrY1 + U2Yo

Con y; = sen(Inz) y yo = cos(lnx)

Entonces:

Yp = uy sen(lnx) + ug cos(lnzx) =

y, = uysen(Inz) +uyz ™" cos(Inz) + ujcos(lnz) — upz ™" sen(lnz)

Considerando que:

(M) uy sen(In ) + ug cos(lnz) = 0
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Se tiene que:
y, =wa " cos(lnz) — usz” ' sen(lnz) =
y, = ujz~ " cos(lnz) — wyz~*[sen(In ) + cos(Inz)]+

1

—uyz " sen(Inz) — ugr~%[cos(Inz) — sen(In )]

Sustituyendo en:

*y) + zy, +y, = sec(In )

Se obtiene:

(N) ujz cos(Inz) — usz sen(lnz) = sec(In x)
Entonces u] y uj deben satisfacer el sistema conformado por las ecuaciones (M) y (N).
{ul’ sen(lnz) + ugcos(lnzx) =0

ujz cos(Inz) — ujz sen(ln z) = sec(In z)

El determinante del sistema es

| sen(lnz) cos(lnz) | 2 2 B 2 2 _
A = reos(nz) —zsen(lnz)| = * sen(Inz)—z cos”(Inz) = —zfsen(lnz)+cos”(Inz)| = Ay = —x
La solucién del sistema es
0 cos(In x)
. [sec(lnz) —xsen(lnzx) —sec(Inz)cos(lnz) 1
ul — = = —
A, — T
sen(Inz) 0
, |rcos(lnz) sec(lnz)|  sen(Inz)sec(Inz) _ lsen(Inw)
U2 = Ag B —x 1 cos(Ilnz)
De aqui que
dz
Uy = — =Ilnz+ Cyq
x

—sen(lnzx) dx
_ [ ZEemmr) Aty 1
U / cos(nz) nfcos(lnx)] + cs

Tomano u; = Inx y us = In[cos(In x)] se tiene por solucién particular a

Yp = U1Y1 + U2Y2
Yp = (Inz)sen(Inx) + In[cos(In x)] cos(In z)

Y, = (Inz) sen(Inz) + [cos(In x)] In[cos(In x)].
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Por lo tanto, la solucion general es:

Y ="Yp+ ks + kayo
y = (Inz)sen(lnz) 4 [cos(Inz)] In[cos(In z)] + k; sen(In z) + ko cos(In z)
y = [Inx + ki]sen(lnx) + (In[cos(Inz)] 4 k3) cos(ln x).



