CAPITULO

7

Métodos numéricos

7.4 Meétodo de Runge-Kutta

En las secciones previas se resolvié el PVI y' = f(x, y), con y(xo) = yo utilizando aproximaciones lineal y
cuadrética de la solucién y(x). Observamos entonces que la aproximacién cuadratica produce resultados
con errores menores que la aproximacién lineal. Esperamos obtener todavia mejores resultados, si aumen-
tamos el grado del polinomio de aproximacién. Cuando consideramos el polinomio de Taylor para y(x) en
X = xo de orden cuatro, obtenemos la denominada aproximacién cudrtica, que es

Y0 & yx0) + 3 o) x = x0) + 307" (o) (x —x0)? + 57D (xo)x — 300 + 37 P (o)(x — o)

El valor de y(x) en x = xo + & se aproxima entonces por el polinomio que denotaremos y4(xo + h):

- 1 1 1

¥ (o +h) & Fa(xo +h) = y(xo) + ¥ (xo)h + 3y "(o)h® + 257D xo)h? + 9P (o).
En general, las cantidades y(xo + /) & ja(xo + &) son diferentes. Al igual que en los casos previos, se
produce un error absoluto EA de aproximacién que se calcula tomando el valor absoluto de su diferencia,
tal como como se hizo en las secciones anteriores.
Ejemplo 7.4.1 Encuentre la aproximacion cudrtica de la solucién y(x) en x = 0.1 del PVI:

y' =2y, con y0)=1.

¥ Derivando 3 veces la ecuacién diferencial con respecto a x tenemos:

yi=2y =20y =4y, P =2y"=204y) =8y & ¥ =2yP=2(8y)=16y.

Evaluando en x = 0, y usando la condicién inicial y(0) = 1, obtenemos:
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

y'(0) = 2y(0) = 2; y®(0) = 2y"(0) = 2[4] = 8;
y"(0) =2y'(0) = 2[2] = 4; y®(0) = 16y(0) = 16,

Por lo cual la aproximacién cudrtica de la solucién alrededor de xo = 0 estd dada por:
Falh) = y(O) + 3 O + 53" O + 5O OR + @Ok =
=1+2h+2h*+ gh3+ %h“.
Si aproximamos la solucién en el punto x = 0.1, usando /2 = 0.1, tendremos:
74(0.1) = 1 4+2(0.1) + 2(0.1)% + 2(0.1)3 + %(0.1)4 =1.2214.

La solucién analitica y(x) = e¢?* evaluada en x = 0.1 €S Yexacto = €°? &~ 1.2214. Es decir, considerando sélo
cuatro cifras significativas, la aproximacién y4 no tiene error.
O

Recordemos que en la aproximacion lineal se requiere evaluar la funcién f(x,y) en un punto y que la
aproximacién cuadrética es equivalente a promediar el valor de dicha funcién en dos puntos; se podria
intuir entonces que la aproximacién cudrtica debe ser equivalente a hacer un valor ponderado del valor
de la funcién f(x, y) en cuatro puntos. Para apreciar esto consideramos en el PVI del ejemplo anterior las
cantidades k1, k2, k3 y k4 definidas por

ki =y'(xo)h = f(x0.yo)h = 2yoh;

h k k
ko= f (xo + 50 + %) h=2 (yo + %) h =20 + yoh)h = 2yoh + 2yoh?;
2
ks = f (xo+h,yo+ks)h =2(yo +k3)h =2(yo + 2yoh + 2yoh® + 2yoh®)h =
= Zy()h + 4y()h2 + 4y()h3 + 4y()h4.

h k k
ks=f (xo + =, yo+ %) h=2 (yo + %) h =20 + yoh + yoh®)h = 2yoh + 2yoh? + 2yoh?;

Y como yy = 1, tenemos

ki = 2h; ks = 2h 4+ 2h% + 2h3;
ky = 2h + 2h%; ks = 2h + 4h* + 4h3 + 4h*.
De donde resulta:
thkl; 2h3 =k3—k2;
thzkz—kl; 4h4=k4—2k3+k1.

Usando estos resultados en la aproximacién polinomial de cuarto grado se tiene:
= 2 43 24 2 203y 4 Lpa
Va(h) =142h 4 2h +§h +§h =14+2h+2h +§(2h )+6(4h )=

2 1 2 1
=1+k1+(k2—k1)+g(k3—k2)+6(k4—2k3+k1)=1+k2+§(k3—k2)+6(k4—2k3+k1)=
6ky + 4(ks —kp) + (kg —2ks + k1) ki + 2k + 2k3 + k4
+ ; =1+ 6 .

Es decir, evaluando la funcién f(x, y) en cuatro puntos, es posible recuperar la aproximacién cudrtica de
ki + 2ky + 2k3 + k4

6

=1

Taylor. Note que el término es un promedio ponderado donde k, y k3 tienen mayor

importancia que k1 y k4.
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Ejemplo 7.4.2 Encuentre una aproximacion cudrtica de la solucion del PVI

y' =x-y, con y(1) = 2,

en el punto x = 1.2. Utilice redondeo a 5 cifras decimales en todos los cdlculos. Muestre después que

ya(h) = yo + — (k1 + 2ky + 2ks + k4) .

¥ De la ecuacién diferencial tenemos, al derivar tres veces con respecto a x:

yi=l-y' =1l-(x-y)=1-x+y;
@) _

yW=—y"=-I-x+y)=—-1+x—y;
y® =3O = (Cl4+x—y)=1-x+y.
Si usamos ahora la condicién inicial y(1) = 2:
y'()=-1 YO = -2
y() =2 y@) =2.
Por lo cual la aproximacién cudrtica de la solucién alrededor de x = 1 estd dada por

ih“.

1 1 1 1
5a(h) = y(1 "Mh + —y"(Dh? + =y DR + —yO D =2 —h + h? — —K3
ya(h) y()+y()+2!y() +3!y (1) +4!y (1) + 3 t35

Usando & = 0.2, obtenemos la aproximacién pedida
= 21 3, 1 4
y4(1.2) =2-0.24(0.2) — 5(0.2) + E(O‘Z) = 1.83747.
La solucion analiticaes y = x — 1 + 2e!™ (véase ejemplo ??) y evaluada en x = 1.2 produce:
Yexacto = 1.2 — 14+ 2712 = 0.2 + 2792 & 1.83746;

se tiene una aproximacién de cuatro cifras significativas exactas, en este caso el error porcentual es

1.83746 — 1.83747
% = 100 % = 0.0005%.
’ 1.83746

EP = 100 ’ Yexacto — V4

Yexacto

Mostremos ahora que esta aproximacién cudrtica es equivalente a un promedio ponderado de nimeros k1,
k2, k3 y k4 relacionados con la evaluacién de la funcién f(x,y) = x — y en cuatro puntos. En efecto, si
definimos:

ki = y'(xo)h = f(xo0, yo)h = f(1,2)h = (1 —=2)h = —h;
k2=f<xo+z,yo+k>h—f< §,2+—> (1+§ )h:—h+h2;

h ks b h+h 2 43
ks=f(xo+5. 00+ Jh=r {1+ 1+——2+——— h=—h+h——;
2 2 2 2
2 2, n3
ks=f(xo+h yot+tks)h=f|1+h2—h+h -5 1+h—2+h—h > h=
h4
=—h+2h*>—h>+

7.



4 Ecuaciones diferenciales ordinarias

De lo anterior resulta:

—h = ki;

h2=k2+h=k2—k1;

)3

T=k3+h—h2=k3—k1—(k2—k1)=k3—k2§

h4
7=k4+h—2h2+h3=k4—k1—2k2+2k1—2k3+2k2=k4—2k3+k1.

Usando estos resultados en la aproximacién polinomial de cuarto grado se tiene:

1 1 2 1
J4(h) :2—h+h2—§h3+ﬁh4=2+k1 +(k2—k1)+g(k3—k2)+g(k4—2k3+k1)=
ki + 2k + 2ks + k4

6k + 4(kzs — ko) + (kg —2ks + k
4 b2 (k3 2)6(4 3 1):2+ !

=2

Es decir, evaluando la funcién f(x, y) en cuatro puntos es posible recuperar la aproximacion cudrtica de
Taylor.

O
En los ejemplos previos surge de forma natural la pregunta ;porqué se evalué la funciéon f(x, y) en los

h k h k

puntos (xo, yo), (xo + > yo + %), (xo + > yo + %), (xo + h, yo + k3)? Para responderla notemos que,
si queremos aproximar el valor de la solucién y(x) en x; = xo+ 5, cuando sabemos su valor en xo, debemos
evaluar la funcién f(x, y) en puntos (x, y) tales que las abscisas se encuentren ubicadas en el intervalo
[x0, X0 + h]; por ejemplo en xq, xo + @1k, X0 + o2, X9 + h, donde o1 y a2 son ndmeros entre 0 y 1. Por otra
parte, las ordenadas deben considerar las cantidades k;, que son los cambios de la variable dependiente y,
los cuales en general estan dados por:

ki = f(xo0, yo)h; ks = f(xo + aah, yo + Baka2)h;
ka = f(xo +a1h, yo + Brki)h; ka = f(xo + h,yo + k3)h.

donde B; y B2 también son nimeros entre 0 y 1. En los ejercicios anteriores hemos seleccionado

1
061=062=,32=,32=§

para facilitar los célculos, atin cuando ésta no es la tnica posibilidad para mostrar que la aproximacién
cudrtica es equivalente a evaluar la funcién f(x, y) en cuatro puntos.

Ejemplo 7.4.3 Encuentre una aproximacion cudrtica de la solucion del PVI
y' = xy, con y(2) = 4.

Utilice esta aproximacion para calcular y(2.01). Use redondeo a 5 cifras decimales en todos los cdlculos. Muestre
después que:

- 1
Ya(h) = yo + A (ky + 2ky + 2k3 + k4) .
¥V Siderivamos tres veces la ecuacién diferencial con respecto a la variable x obtenemos:

Y=y 4y =y 42y

() R 2.7 _ 3.

W=y +2xy+x7y =3xy+x7y;

4 — ’ 2 3.7 _ 2 4
yW =3y 4+3xy +3xy+x’y =3y +6x°y +x"y.
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Si usamos ahora la condicién inicial y(2) = 4 resulta:

y'(2) =8;
y"(2) = 20;
¥ @) = 56:

y®2) =172.

Con estos resultados obtenemos la siguiente aproximacién cudrtica de la solucién y(x) alrededor del punto
x=2
- / Loy U Gymgs . L@y nga
Yal) =y@) +y @h + 5y @h" + 2y QR + 2y TR =
28 43
=4+ 8h + 10> + ?h3 + ?h4‘

Finalmente, utilizando & = 0.01, obtenemos una aproximacién de y(x) en x = 2.01:

28 43
74(2.01) = 4 4 8(0.01) + 10(0.01) + ?(0.01)3 + ?(0‘01)4 = 4.08101 .

2
X
En este caso, la soluci6n analitica estd dada por y = 4¢ 22 y suvalor en x = 2.01 por

(2.01)2
—24 =5

Yexacto = 4€ ~ 4.08101.

Nuestra aproximacién y4 reproduce 5 cifras decimales de la solucién analitica yexacto; €N cOnsecuencia, tiene
un error porcentual del 0 por ciento.
Mostremos ahora como podemos reescribir esta aproximacién de grado cuatro usando evaluaciones de la

funcién f(x, y) = xy en cuatro puntos. Consideremos, como en ejemplos previos, a1 = o, = 1 = 2 = >

Definimos primero:
ki =y'2h = f(2,4)h = 8h;

h k
kZ:f(2+—,4+71>h=2h3+10h2+8h§

2
h ky S on4
ks = 24+ — 4+ == )h=—+— + 12h% + 10h? + 8h:
3f<+2,+2> st + 10h* + 8h;
h7 lth 5 4 3 2
ka=fQ+h4+ks)h=—+ + 21h° + 34h* + 28K + 20h2 + 8h.

2 2

Necesitamos despejar £, h?, h3 y h* en términos de k1, k2, k3 y k4. Para ello despreciamos los términos con
potencias de & superiores a 4 porque suponemos que / es pequefia. Obtenemos entonces:

— e on*
ky = 8h; ks = —— + 12h® + 10h? + 8h;
ky = 2h3 + 10h? + 8h; 2

ks = 34h* + 28h3 + 20h? + 8h.

De donde resulta:

ki+2ky +2ks + ks 1 on’
1+ zJ6r 3+ 4:6 8h+2(2h3+10h2+8h)+2(7+12h3+10h2+8h>+

2 4
+34h* 4+ 2813 + 20h% + Sh] = 8h + 10h> + ?8}9 + gh“.
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Usando estos resultados en la aproximacién polinomial de cuarto grado:

ki + 2k + 2k3 + k4
6 9

1
ya(h) = yo + g(kl + 2ky + 2k3 + kg) = 4 +

que es el resultado pedido.
|

El método presentado en esta secciéon produce aproximaciones a la solucién de un PVI que mejoran signi-
ficativamente los resultados obtenidos con los métodos de Euler y Euler mejorado, como se puede ver al
comparar las aproximaciones de las secciones 7.2 y 7.3 y la presente, al resolver los mismos PVI. En general
un problema asociado a un PVI consiste en aproximar y(x;) para un punto x; # xo, donde y es la solucién
del PVI y’ = f(x,y), con y(x9) = yo. Una aproximacién y(x1) ~ y(x1) tendrd usualmente un error, que
estd en funcién de la distancia | x; — xg |, entre los puntos inicial y final. Para ello, al utilizar la férmula de
Taylor de orden n, con i = x1 — xo:

flx1) = f(x0)+f/(xO)h+Mh2+...+

FARIED))
2! n!

h" + Ry (x0; h),

donde el dltimo término, que da el error de aproximacién, serd proporcional a h"*1; asi que si h es pequefio
(|7 ] << 1), "*! serd mucho maés pequefio.

De aqui que, si se utilizan polinomios de Taylor de orden mayor, se esperaria obtener errores mas pequefios,
0 sea, aproximaciones con mayor precisiéon. Sin embargo el esfuerzo computacional aumenta significativa-
mente con el orden del polinomio de Taylor y no es muy recomendable.

Por otra parte, si | x; — xo | no es lo suficientemente pequefia, la accién mas recomendable serfa subdividir
el intervalo entre x¢ y x; en intervalos suficientemente pequefios de tamafio & haciendo aproximaciones en
los puntos intermedios xo + &, xo + 24, - -+ utilizando alguno de los métodos presentados aqui e iterando
el proceso hasta llegar a x; = xo + Nh, donde N es el nimero de subintervalos. Naturalmente, en cada
paso de este proceso hay un error de aproximacion y estos errores se irdn acumulando en general. Por esta
razon, es poco recomendable utilizar métodos numéricos para aproximar la solucién de una ED en puntos
muy lejanos al valor inicial.

Se presentan a continuacién el método de Runge-Kutta, su seudocédigo, programacién y ejemplos de apli-
cacion.

e Método de Runge-Kutta (RK4)

La solucién numérica del PVI y’ = f(x, y), con y(x¢) = yo y con tamarfio de paso , estd formada por
los puntos(x; 41, yi+1) que se obtienen mediante las férmulas de recurrencia:

Xit1=X; +h;
ki =h f(xi,yi);

ky=h f(xi + %,yi + %1);
ks=h f(xi + %,yi + %2);
ka=h f(xi +h,yi +ks3);
Yi+1 =yi + %(kl + 2kz + 2k3 + ka), (7.1)
coni =0,1,2,3...y los segmentos rectilineos entre cada par de puntos consecutivos.

Ejemplo 7.4.4 Use el método de Runge-Kutta RK4 para calcular y(0.5) de la solucién del problema de valor inicial
y' =1+ x2y2, con y(0) = 1y considerando h = 0.25.

Y Como el tamario de paso es i = 0.25, repetiremos el proceso RK4 2 veces. Usamos el método 7.1 con
i = 1, para calcular ki, k2, k3, ka4 & y1; ademds consideremos (xo, yo) = (0,1) y f(x,y) = 1 + x%y?; con
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ello obtenemos:
ki =h f(xe,y0) = 0.25f(0,1) = 0.25(1) = 0.25;

h k
ky=hf (xo + 5 y0 + %) = 0.25/(0.125, 1.125) = 0.2549;

h k
ks=hf (xo + 5 y0 + %) = 0.25£(0.125, 1.1254) = 0.2549;
ks =h f (xo+h, yo +k3) = 0.25£(0.25, 1.255) = 0.2746;

1 1
1= o+ ki + 2k 4 2ks + k) = 1+ £(0.25 +0.5098 + 0.51 +0.2746) = 12574,

Repetimos el proceso 7.1 con i = 2 y obtenemos en este caso:
ki =h f(x1,y1) = 0.25f(0.25,1.2574) = 0.2747;

h k
ka=hflui+ 3.0+ 71) = 0.25/(0.375,1.3948) = 0.3184;

h k
ks=hf <x1 + oot %) = 0.25/(0.375, 1.4166) = 0.3206;
ks =h f(x1 +h, y1 + k3) = 0.25£(0.5,1.578) = 0.4056;

1 1
y2 = i+ glkn +2ka + 2ks + ka) = 1+ (02747 + 0.6368 + 0.6412 + 0.8112) = 1.5838.

Es decir, y, = 1.5838 es una aproximacién de y(0.5).
O

1

Ejemplo 7.4.5 Considere el PVI y' = x + —, con y(1) = 2. Utilice el método de RK4 para estimar y(3); utilice
y

h=1.

Y Nuevamente repetiremos el proceso (7.1) 2 veces; tenemos en este caso:
ki =h f(xo,y0) = f(1,2) = 1.5;

h k
ky=hf (xo + 5 y0 + %) = £(1.5,2.75) = 1.8636:

2 2
ks =h f(xo+h, yo + k3) = f(2,3.8411) = 2.2603;

h k
ks=hf (xo + = yo+ —2> = £(1.5,2.9318) = 1.8411;

1 1
Y1 =Yoo+ E(kl + 2ky + 2k3 + kg4) =2+ 6(1.5 + 3.7272 + 3.6822 + 2.2603) = 3.8616.
Repetimos otra vez el proceso, obtenemos ahora:
ki =nh f(x1,y1) = f(2,3.8616) = 2.259;

h k
ky=hf (x1 + ot %) = £(2.5,4.9911) = 2.7004;

h k
ks=hf <x1 + 591+ %) = £(2.5,5.2118) = 2.6919;
ks =h f(x1 +h, y1 + k3) = f£(3,6.5535) = 3.1526;

1 1
y2 = yi+ clkn + 2k + 2ks + ka) = 38616 + £[2.259 + (2)2.7004 + (2)2.6919 + 3.1526] = 6.561 .

Concluimos que una aproximacién numérica a y(3) es y» = 6.561 .
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Ejemplo 7.4.6 Considere el PVl y’ = x — y, con y(0) = 1. Determine una solucion numérica usando el método
RK4 en el intervalo [0, 1]; utilice h = 0.1. Finalmente, compare los resultados con la solucién analitica del PV1.

Y Abhora aplicaremos el método RK4 10 veces considerando cuatro cifras decimales. Para obtener y;
procedemos como sigue:

ki =h f(x0.y0) = 0.1f(0,1) = —0.1;

h k
ko=hf (xo + 500+ 71) = 0.1£(0.05,0.95) = —0.09;

h k
ks=hf (xo + 550+ %) = 0.1£(0.05, 0.955) = —0.0905:
ks = h f(xo+ h. yo + kst) = 0.1£(0.1,0.9095) = —0.081;

1 1
y1i=yo+ g(kl +2ky +2ks + ka) =1+ 6(—0.1 —0.18 —0.181 —0.081) = 0.9097 .
Repetimos el proceso (7.1) para obtener y,; tenemos entonces:
ki =h f(x1,y1) =0.1f(0.1,0.9097) = —0.0810;

h k
ky=hf (x1 + 5+ 71) = 0.1£(0.15,0.8692) = —0.0719;

2 2
ks =h f(x1 +h, y1 +ks) = 0.1£(0.2,0.8373) = —0.0637;

h k
ks=hf (x1 + o+ —2) = 0.1£(0.15,0.8737) = —0.0724;

1 1
y2 = 1+ g (ki + 2ka + 2ks + ka) = 0.9097 + 2[-0.0810 — 0.0719 + 2(~0.0724) + 2(~0.0637)] = 0.8375.

Continuando el proceso, obtendremos los resultados que se muestran en la tabla siguiente donde ademas
se han incluido los resultados exactos. Observe que el método los reproduce con mucha precision.

X; f4 k 1 k2 k 3 k 4 Yexacto

0 1 -0.1 -0.09 | -0.0905 | -0.081 1
0.1 | 09097 | -0.081 | -0.0719 | -0.0724 | -0.0637 | 0.9097
0.2 | 0.8375 | -0.0638 | -0.0556 | -0.056 | -0.0481 | 0.8375
0.3 | 0.7816 | -0.0482 | -0.0408 | -0.0411 | -0.034 | 0.7816
0.4 | 0.7406 | -0.0341 | -0.0274 | -0.0277 | -0.0213 | 0.7406
05| 0713 | -0.0213 | -0.0152 | -0.0155 | -0.0098 | 0.7131
0.6 | 0.6976 | -0.0098 | -0.0043 | -0.0045 | 0.0007 | 0.6976
0.7 | 0.6932 | 0.0007 | 0.0056 | 0.0054 | 0.0101 | 0.6932
0.8 | 0.6987 | 0.0101 | 0.0146 | 0.0144 | 0.0187 | 0.6987
09| 07132 | 0.0187 | 0.0227 | 0.0225 | 0.0264 | 0.7131

1 | 0.7358 0.7358
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En el método RK4, al igual que en los métodos de Euler y Euler mejorado, se pueden reducir los errores de
aproximacién y de propagacién reduciendo el tamafio de paso 4. Sin embargo, esto implica la evaluacion
de la funcién f(x,y) en un mayor nimero de puntos y, en consecuencia, un mayor esfuerzo de calculo,
razon por la cual necesitamos nuevamente utilizar herramientas computacionales como Excel o bien Mathe-
matica; los siguientes dos ejemplos muestran la implementacién del pseudocédigo asociado al método RK4
en estos paquetes.

e Pseudocéddigo del método de Runge-Kutta

1. Proporcionar: f, xo, yo, h, n.
2. Imprimir xo, yo.
3. Desdei = 1 hastai = n.

a. Calcular
ki =hx* f(xo, yo0):

h k
kz=h*f(xo+§,yo+71>;

h k
k3=h*f(xo+§,yo+72>;

ks =hx f (xo+h,yo+k3);

1
y1:y0+6(k1+2k2+2k3+k4).

b. Hacer yo = y1; xo = x0 + h;
c. Imprimir xg, yo.
4. Terminar.
Ejemplo 7.4.7 Use el método RK4 en una hoja de cdlculo de Excel para determinar un valor aproximado de y(1), si

y(x) es la solucién del PVI
y' = xzy +y, con y(0)=1.

Considere que el tamafio de paso es h = 0.1.
vV Utilizamos las siguientes instrucciones en una hoja de cédlculo de Excel para resolver el ejemplo.

e El método RK4 en Excel

. En las celdas A1, A2, A3 se escriben las etiquetas: "x0=, y0=, h=".

. En las celdas B1, B2, B3 se escriben "=0, =1, =0.1", respectivamente.

. Enlas celdas A5, B5, C5, D5, E5, F5, G5 se escriben las etiquetas: "i, x;, y;, k1, k2, k3, k4"
. Se escriben en las celdas A6:A16 los nimeros "0,1,2,...,10".

. En las celdas B6 y C6 se escriben, respectivamente: "=B1, =B2".

N Q1 = W N =

. En la celda D6 se escribe "=$B$3*(B6"2*C6+C6)" . Observe que, en este paso, se evalta la funcién
f(x,y) = x%y + y en el punto (xo, yo) y se multiplica por /; a esta expresion la llamamos kj.

7. En la celda E6 se escribe "=$B$3*((B6+$B$3/2)"2%(C6+D6/2)+(C6+D6/2))". Observe que, en este

h k
aso, se evaltia la funcién f(x,y) = x2y + y enel punto ( xo + =, yo + =L se multiplica por
p p ) 5 )Y plicap

h; a esta expresion la llamamos k».
8. Enla celda F6 se escribe "=$B$3*((B6+$B$3/2)"2*(C6+E6/2)+(C6+E6/2))". En este paso, se evaltia la

h k
funcién f(x,y) = x2y + y enel punto ( xo + =, yo + ~2) y se multiplica por h; a esta expresion
p ) 5 )Y plicap p

la llamamos k3.
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9. En la celda G6 se escribe "=$B$3*((B6+$B$3)"2*(C6+F6)+(C6+F6))". En este paso, se evalda la
funcién f(x,y) = x2y +y enel punto (xo + &, yo + k3) y se multiplica por /; a esta expresion la
llamamos k4.

10. En la celda B7 se escribe "= B6 + $B$3" .

11. En la celda C7 escribimos ahora "=C6+(D6+2*E6+2*F6+G6)/6". En este paso obtenemos el valor
de la aproximacion.

12. Se seleccionan las celdas D6-G6 y se copian en D7-G7.
13. Se seleccionan las celdas B7-G7 y se arrastran hasta llegar a las celdas B16-G16.

14. Se grafica la solucién utilizando el asistente de gréficos con la opciéon de XY-Dispersion.

En la tabla siguiente se muestran los resultados numéricos obtenidos con 9 cifras decimales de precision.

i X; Vi k1 ko k3 ka

0] 0 1 0.1 0.1052625 | 0.105526283 | 0.111658155
1 ] 0.1 | 1.105539287 | 0.111659468 | 0.118749982 | 0.119112485 | 0.127363784
2 | 0.2 | 1.224663984 | 0.127365054 | 0.136886817 | 0.13739266 | 0.148464174
3 | 0.3 | 1.362062015 | 0.14846476 | 0.161224046 | 0.161940161 | 0.176784252
4 | 04 | 1.523991586 | 0.176783024 | 0.193889068 | 0.194917568 | 0.214863644
5 | 0.5 | 1.718868243 | 0.21485853 | 0.23787525 | 0.239374214 | 0.266320974
6 | 0.6 | 1.958147982 | 0.266308125 | 0.297487716 | 0.299705364 | 0.336420149
7 | 0.7 | 2257667054 | 0.336392391 | 0.379041133 | 0.382373066 | 0.43296658

8 | 0.8 | 2.639698282 | 0.432910518 | 0.491972447 | 0.497059156 | 0.567753096
9 | 09 | 3.136152752 | 0.567643648 | 0.650650163 | 0.658546158 | 0.758939782
10 | 1 | 3.793648764 | 0.758729753 | 0.877376118 | 0.889848817 | 1.035052965

Ejemplo 7.4.8 Resolver el PVI
y'=x-3y, cony0)=1,

utilizando el método de Runge-Kutta, repitiendo el proceso n =

Mathematica.

¥V El cédigo del método RK4 en Mathematica se muestra a continuacién. Hemos incluido comentarios

para que sea mas sencillo y claro.

10, con h = 0.3 e implementando el método en
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e El método de Runge-Kutta en Mathematica

AppendTo[lista, {x0,y0}1],
{i,1,n}1;
ListPlot[listal]l

Incluir punto en la lista x)
Terminar el proceso *)
Graficar los puntos obtenidos x)

flx_,y_1:=x-3y; (» Definir £ «)
x0=0; (# Abscisa del punto inicial x)
y0=1; (* Ordenada del punto inicial «)
h=0.3; (* Incremento en el paso x*)
n=10; (» Total de pasos a realizar x)
lista={{x0,y0}}; (# Definir lista con punto inicial x)
Do[ kl=hxf[x0,y0]; (» Calcular k1 x)
k2=hxf [x0+h/2,y0+k1/2]; (» Calcular k2 x)
k3=hxf [x0+h/2,y0+k2/2]; (# Calcular k3 *)
k4=h*f [x0+h, y0+k3]; (» Calcular k4 x)
y1=y0+ (k1+2k2+2k3+k4) /6; (* Determinar yl *)
y0=y1l; (* Intercambiar y0 con yl x)
x0=x0+h; (* Incrementar x0 «*)
(*
(*
(*

Los resultados que se obtienen se muestran en la tabla siguiente; hemos incluido los valores exactos de la
ordenada, valores que corresponden a la solucién

1
y(_x) = 5 (3x — 14 106‘_3x) .
X \~4 Yexacto
0 1 1

0.3 | 0.445375 | 0.440633

0.6 | 0.276431 | 0.272554

0.9 | 0.265938 | 0.263562

1.2 | 0.320544 | 0.319249

1.5 | 0.401894 | 0.401232

1.8 | 0.494232 | 0.493907

2.1 | 0.591084 | 0.590929

24 | 0.689791 | 0.689718

2.7 | 0.789259 | 0.789226

3. | 0.889041 | 0.889026
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Ejercicios 7.4.1 Runge-Kutta. Soluciones en la pdagina 13

Determine una aproximacion cudrtica y4(x) de la solucion y(x) de cada uno de los siguientes PV1 en el punto indicado
utilizando el h proporcionado. En los casos que se requiera aplique 2 veces el proceso de aproximacion cudrtica para
obtener una estimacién de la solucion. Determine en cada caso el error porcentual cometido.

1. y' =4x —2y,sujetoa y(0) =3 enx =0.2,conr =0.2.
2. y'=y—y? sujetoa y(0) = 0.l enx =0.3,conh = 0.3.
3. y'=4x2—-2y,sujetoa y(0) =3 enx = 0.4,conh =0.2.

Considere los siguientes PVI. Para cada uno de ellos, use el método RK4 para construir una tabla numeérica, x versus
v, de la solucién de la ecuacion diferencial tomando el tamafio de paso dado en el intervalo pedido. Estime en cada
ejercicio el error porcentual cometido.

4.y =2x + 2y —1,con y(1) = 1. Calcule y(1.5), con h = 0.1.

x2 +2x

5 y'= — con y(0) = 1. Calcule y(2.5), con h = 0.5.

Resuelva los siguientes PVI con los tamarfios de paso proporcionados mediante los métodos de Euler, Euler mejorado y
Runge-Kutta. Compare los resultados obtenidos en los tres métodos con la solucién y(x) del PVI.

6. y' =2xy—y,con y(0) = 1,desde x = Ohastax =2,conh =0.2.
7.y =y(15—y),con y(0) =1,desde x =0hastax =1,con/ = 0.1.

8. y' = ysenx, con y(0) = 1, en el intervalo [0, 12],con # = 0.5.
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Ejercicios 7.4.1 Método de Runge-Kutta. Pigina 12

. 2.0816.
. 0.1304.
. 1.4189.

3.9364.

. 4.1884
- YEuler(2) = 3.5988;

YEuler mejorado(2) = 7.0057;
YRK(2) = 7.384;
Yexacta(2) = 7.3891.

7. YEuler(2) = 15.0043;

YEuler mejorado(z) = 14.9051;
YRK(2) = 14.9998;
Yexacta(2) = 14.9999.

- YEuler(2) = 0.244;

YEuler mejorado(2) = 1.1353;
YRK(2) = 1.1687;
YVexacta(2) = 1.169.



