CAPITULO

6

La transformada de Laplace

6.4.3 Segunda propiedad de traslacién

Esta propiedad permitird resolver ecuaciones diferenciales donde aparezcan funciones discontinuas. Para
entenderla es conveniente introducir una funcién con la que estd estrechamente relacionada, la funcién
escalon unitario de Heaviside, que es una modificaciéon de u(¢), ya considerada antes.

Funcién escalén unitario de Heaviside
Esta funcién se define para a > 0 como:

0, sit<a;

6.1
1, sit>a. ©6-1)

Ug(t) =ult —a) = {

Cuya grafica es

\ Yy =uaq(t)

Es decir, dado un a > 0 la funcién asigna el valor 0, si ¢ se encuentra a la izquierda de a y el valor 1, si ¢
se encuentra a la derecha de a. El efecto que tiene esta funcién sobre otras puede apreciarse en el siguiente
ejemplo.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ejemplo 6.4.1 Sea la funcion f(t) = t> + 1. Comparar su grdfica con la grdfica de g(t) = u(t —2) f(t — 2).

Y Parat < 2setiene g(t) = 0y parat > 2 tenemos g(t) = f(t —2) que representa un corrimiento de 2
unidades de la gréfica de f hacia la derecha. Al emplear estas consideraciones hallamos que

y

f@)=t2+1

g =u(t—-2)f(t-2)

O

En general, el efecto geométrico que tiene la multiplicacion u(t —a) f (u—a) sobre la gréfica de una funcién f
es correrla a unidades a la derecha, proyectando entonces al eje ¢ aquella parte de la grafica que se encuentre
a la izquierda de a.

e Establecemos la segunda propiedad de traslacion.
Paraa > 0, si f(t) «— F(s), entonces u(t—a)f(t—a)<«— e *F(s).
Y En efecto:

Lut —a)ft —a)} = /Oooe_”u(t —a)f(t—a)dt =

=/ae_”u(t—a) f(t—a)dt+/ooe_”u(t—a) ft—a)dt =
0 a

-0 =1
=/ e S f(t —a)dt = / eSO FD) £(x)dx =/ e e f(x)dx =
a 0 0
x=ia

= /Oooe_sxf(x)dx =e P F(s).

—as
Adpvierta que en particular, si f(¢) = 1, se deduce que u(t —a) «— ¢ .
s
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Ejemplo 6.4.2 Calcular la TL de la funcion h(t) que estd definida por

h(t) = 1, sz:n§t<2n;
0, sit¢|[n,2n).

Y El célculo de la TL se puede hacer mediante la definicién, pero presentamos otra posibilidad que nos
puede ayudar en situaciones mds complicadas. Nos referimos a escribir la funcién 4 mediante una com-
binacién lineal de funciones escalén unitario de Heaviside para las cuales utilizamos los ntiimeros a de la
definicién (6.1) como aquellos valores que aparecen en la propia funcién seccionada /; asi escribimos / de
la siguiente manera:

h(t) = Au(t — ) + Bu(t — 2m);

donde A4 y B son factores que encontraremos por el método de coeficientes indeterminados.

1. Sim <t <2m,entoncest —mw >0 &t —2m < 0,porloqueu(t —7) =1 &u(t —2m) = 0. Entonces,
por definicion de A(t), se tiene que h(¢) = 1 y por otra parte:

h(t) = Au(t — ) + Bu(t —2m) = 1= A(1) + BO) = A= 1.

2. Sit > 2mn,entoncest —w >0 &t —2m > 0,porloque u(t —n) =1 &u(t —2m) = 1. Entonces, por
definicién de /(t), se tiene que h(t) = 0y por otra parte:

h(t) = Au(t — ) + Bu(t —27) = 0= A(1)+ B(1) = B=—-A=—1.

De esta manera h(t) = u(t — w) — u(t — 2m). Por lo tanto, a partir de la propiedad de linealidad y de la
segunda propiedad de traslacién, hallamos:

—7s e—27rs e TS e—27rs

L) = Liult — 7)) — Llut —27)) = & . _

N N

O

gt), sia<t=<b

) , entonces f(¢) se puede expresar en términos de u(f) como
0, sit ¢ [a,b]

e Engeneral,si f(¢) = {

f0) =gu@ —a)—g)ut —b). (6.2)

Ejemplo 6.4.3 Calcular la TL de la funcion f cuya grdfica se muestra en la siguiente figura:

D A y=f(@)

¥ La definicién analitica de la funcion f es

2t —2, sil <t <2
f@) =<2, si2 <t <3;
0, sit ¢[1,3).
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que se puede escribir como

2t -2, sil<t<2 2, si2<t<3;
f@) = . + :
0, sit ¢[1,2) 0, sité¢][2,3].
Si ahora aplicamos en resultado (6.2) se tiene:

f@)=Qt —=2u —1)— 2t —=2u( —2) +2u(t —2) —2u( —3) =
=20t — Du(@ —1) =20 —2)u(t —2) —2u(t — 3).

De aqui resulta (por la linealidad de la TL):

LLf)y =284 — Du(t — 1)} =284 —2)u(t —2)} —28L{ut —3)}.

—as

1
Si ahora aplicamos la segunda propiedad de traslacién y las férmulas 1 <— — &u(t —a) «<— ¢ ,

s s
obtenemos:

es e—2s e—3s
F(s)=2 -2 -2 .
(s) 52 52 s
O

Cuando ocurre que los argumentos de las funciones f (t —a) & u (t —a) no son los mismos, se debe pro-

ceder como en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.4.4 Calcular la TL de la funcién f(t) = sen(t)u(t — ).

Y Los argumentos de las funciones seno y escalén unitario # no son los mismos. Como debemos hallar el
mecanismo adecuado para hacerlos iguales, procedemos de la siguiente manera:

f(@t) =sen(t)u(t —w) =sen[(t — )+ wlu(t —n) =
= [sen(t — w)cosm + senm cos(t — 7)]u(t — ) = —sen(t — w)u(t — x).

Aplicando ahora la segunda propiedad de traslacién:

TS

e
F(s) =— .
(s) s24+1

Ejemplo 6.4.5 Calcular £{?u(t —3)}.

Y Eneste caso tenemos f(f —3)u(t —3) = t?u(t —3), es decir, f(t —3) = 12,y es necesario que encontremos
f(¢t). Para ello basta con hacer el cambio de variable t —3 = x; t = x + 3. Asi:

f(x)=(x+3)2=x>+6x+9,

es decir, f(¢) = t% + 6t + 9. Por lo cual:

LLFE=3u@ -3)} = L{ f(O}e ™ = L{12 + 6t + 9} = [3 + oy 2] e .
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Ejercicios 6.4.3 Segunda propiedad de traslacion. Soluciones en la pagina 6
En los siguientes ejercicios, calcular £{ f(1)}:

1. f(t) = t2u(t —2). 6. £(1) = {sent, sit <m;
2. f(t) = cos(t)u(t —1). 0, sim <t.
3. f() = —1*+31-2, sil<r<2 b, sia<t<2a;
' 0, sit ¢[1,2]. 7. f(t) = { —=b, si2a <t <3a; donde
) 0, sit <aobient > 3a,
t, sit <2 ..
) a, b son constantes positivas.
4. ft) =1, si2 <t <3
2 si3 <1t 8. Paraay to constantes, f(t) = ka, si (k—1)ty <
t <ktg,conk =1,2,3,---
0, sit < 1;

t—1, sil<t<?2;
3—t, si2<t<3;
0, si3 <t.

5. f@) =
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Ejercicios 6.4.3 Segunda propiedad de traslacion. Pigina 5

2 —2s 1 _ _ _
1 F(s) = Z5—(1 + 25 + 257). 5. F(s) = 5 (€7 —2e72 4 e7),
s
e s 14 e 7S
2. F(s) = 5—— 1)s — 1]. 6. F(s) = ———
(s) 2 [(cos 1)s —sen] (s) 1
2 _ _ | _ b
3. F(s) = S_3(e 2s _, 5y 4+ S_Z(e 2s +e7%). 7. F(s) = ;(e—as _ne—2as + e_3as).
1 —2s 1 —2s —3s 6_3(s+2) 8 F a
4. F(S):S_z(l_e )—;(e +e )+S+72. . (S)—m-



