CAPITULO

5

Aplicaciones de ED de segundo orden

5.3.4 Circuito RC de corriente alterna

V(t) = Vopsenwt

En la figura anterior se muestra un circuito RC de corriente alterna; este circuito estd formado por una malla
simple con una fuente de voltaje V(¢) de tipo sinusoidal, un resistor R y un capacitor C. De acuerdo con la
ley de Kirchhoff de voltaje, tenemos entonces que la carga satisface a la ecuacién diferencial

0 do 1
RI ==V R—= —0 =V 5.1
+C = T +CQ osenwt = (6.1)
dQ 0 W
= 2 TRc T RSV

1
Z . L, . . — 1t
Esta es una ED lineal no homogénea de primer orden cuyo factor integrante es e RC". Obtenemos entonces:

1, (d Vo L d [ L Vo L
eRC! (d—?+ %) = %eRC’senwt = - (eRC’Q> = ;"eRC’senwz.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Si integramos esta tiltima ecuacién, obtenemos:

1
al Vo L Voe RC! nl
eRC'Qz/ieRC'senwtdt = 0= T/eRC'senwtdt.

Utilizando la formula de integracién

e (asenbt — b cos bt)
a? + b2 '

/e“’ senbt dt =

obtenemos:

1 1
Voe_%’ eRC’ (R sen wt — w cos wt)
+ K

o) = —— — (52)
_ 2
( R C) +w
Usando la condicién Q(0) = 0, hallamos que
12 —w w
=— | 4K K =
R L ’ + 2 ! - L ’ + 2
rRC) TV rc) TV
Sustituyendo K en (5.2) y simplificando tenemos:
Vo 1 1
o) = 2 RC senwt —wcoswt + we RC'| = (5-3)
R| — Rw?
( R C) + Rw
VoRC?

1 1,
= — X | —senwt — wcoswt + we RC .
1+ R2C2w? [RC ]

Observe que, con el tiempo, se obtiene una expresién para Q(¢) donde no aparece el término exponencial,
es decir, para ¢t — oo, obtenemos la carga de estado estable dada por:

o) = V02 [% senwt — w Cos wt] ,
R (R) + Rw?
que se puede escribir como:
0@t) = Yo : sen(wt + ¢).
R % + w?
Donde el angulo de fase ¢ satisface:
1
cos¢ = sen¢g = & tan¢ = —wRC.

RC _ w
[ 1Y [ 1Y
— 2 _ 2
( R C) +w ( R C) +w
Es decir, la carga es una funcién sinusoidal de la misma frecuencia que el voltaje de entrada. De hecho la

corriente s6lo estard desfasada un dngulo ¢ del voltaje de entrada. La corriente esta dada por
g wVo

dr L \2
R\[| == ] +uw?
(7e)

I(t) = cos(wt + ¢).
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Ejemplo 5.3.1 Determinar la carga que se almacena en un capacitor de un circuito RC de corriente alterna, si
R=12Q,C =1/1200F V = 110cos 60t V, e inicialmente el capacitor no tiene carga.

¥ La ecuacién diferencial que modela la carga es

0 do dQ 110
RI+==V 12— +12 =11 t — 4+ 1000 = — 601z. 54
+ C = 7 + 12000 0cos60t = T + 0 7 o8 (5.4)
Esta es una ED lineal no homogénea con la condicién inicial Q(0) = 0. Esta ED corresponde al caso de un

resorte forzado no amortiguado. El factor integrante es e/ 104" = ¢10% " Aplicando el método conocido:

dQ 110 d (Qe') 110
100¢ o100 o100
100 60t = = 60t =
e (dt + Q) 12 cos 7 12 cos
110
= QelOOt = H/el(mt cos 60¢ dt.

Si usamos la férmula de integracién

eat
/e“’ cos bt = w(a cos bt + bsenbt),
a

obtenemos:

100 110 elOOt

Qe = {15 1007 £ 602 (100 cos 60t + 60 sen 60¢) + K,
de donde "
=(——1a Ke—100
o) (16320) (100 cos 60t + 60sen60¢) + Ke
1100 1100 110
=0, = = —— K, de donde K = — = - . Final-

Usando Q(0) = 0, obtenemos que 0 = Q(0) (16320) + e donde 5320 3, Fina

mente, la carga y la corriente son, para tiempos ¢t > 0,

11 110
o) = —(10cos 60t + 6sen607) — —e—loof C:

1632
66 11000
I(t) = ——(—10sen 60t + 6 cos 60¢ —1007 A
) = 1632( sen + 6cos60¢) + Tem —e

Vemos que los términos exponenciales son transitorios porque desaparecen rdpidamente. En el caso de la
carga, con el tiempo queda el término del estado estable:

o) = (10 cos 60t + 6sen 607) C,

1632

que puede reescribirse como

o@) = 116;2\/102 62 <J7cos6 I+J73en60t>=

= (sen ¢ cos 60t + cos ¢ sen 60¢t) =

24«/—

Donde hemos utilizado la identidad

11
sen(60t + ¢).
2434 ( ¢)

sen(a + b) = sena cosb + cosasenb.

e identificado el dngulo fase como aquel que satisface:

10 6 10
—; 0S¢ = —=; tangp =— = .
102 + 62 6

sen =
¢ 102 4 62
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5
Se tiene ¢ = ¢, = arctan 3~ 1.0304. Observe que la funciones de carga y voltaje estdn desfasadas entre si

un angulo % — ¢. En efecto:

sen [(60t +¢) + (% — ¢)} = sen (60t + %) = cos 601.

Ejercicios 5.3.4 Circuito RC de corriente alterna. Soluciones en la pdgina 5

1.

Se conecta una fuente de voltaje alterno de 120 cos (60rr¢) V a un circuito RC. Suponiendo que R = 60 €,
C = 0.02 F y que inicialmente el capacitor estd descargado, determinar la carga y la corriente al
tiempo 1.

Se conecta un resistor de 100 © con un capacitor de 0.001 F y con una fuente alterna de voltaje
V(t) = 120cos 5t V, formando un circuito RC. Si inicialmente el capacitor no tiene carga, determine
una expresion para la carga en el capacitor y la corriente que circula por el circuito al tiempo ¢.

Una resistencia de 25 2, un capacitor de 0.02 F y una fuente de voltaje V(t) = 125cos 5t + 100sen2t V
se conectan en serie . Suponga que al tiempo ¢ = 0 s la carga del capacitor es Q = 1 C; encuentre una
expresion para la carga del capacitor al tiempo ¢.

Un circuito RC estéd formado por una resistor de 20 €2, un capacitor de 0.001 F y una fuente de voltaje
alterno V(1) = 100 cos 50¢ V. Si originalmente la carga en el capacitor es de 20 C, determine la carga
en el capacitor y la corriente que circula por el circuito al tiempo ¢.

Un circuito RC se forma con un resistor de 200 €2, un capacitor de 0.01 F y una fuente de voltaje
V(t) = 100e~3 cos 4t V. Determinar la carga en el capacitor y la corriente que circula por el circuito al
tiempo ¢, suponiendo que Q(0) =20 C.
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Ejercicios 5.3.4 Circuito RC de corriente alterna. Pigina 4

5
72 5 60e" 6"
1. 9W) = s |60 607t) + = 60rr)| — ——° % coulombs;
0= 353 96002 [ 7 sen (60m) + ¢ cos (60m )] 25+ 12960072 OO
5
1(1) 4320w 607t cos (6071) — 2 sen (6071) | + S0e &' ores
R . LN PR PN i 5078 |
25 + 12960072 6 25+ 12960022 " F
6 12
2.0 = Ioh (2cos 5t +sen5¢t) — Ee—lo; C;

1(t) 6 (cos 5t —2sen5t) + 24 10 o
= — - n — .
75 Ccos se: 256
10 25 48
3. O(t) = — cos 5t + — sen 5t + sen2t — cos 2t + —e 2 C.
2 =35 *29 + *39°
4. Q(t) = 0.05(sen 50t 4 cos 50¢) + 19.95¢7>% C;

I(t) = 2.5(cos 50t — sen 50t) — 997.5¢°0 A,
2 5 1785 =t
5. Q(t) = — (4sendt — Zcos4t | e 3 + ——e2 C;
0= 5 < 2 )e MTE

3 1785 ot

1
I(t) = @(47cos4t —4sendt)e 78 2 A



