CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4.7.1 Variacién de parametros para ED de orden n
Descripcién del método general

Una vez discutido el método de variacion de pardmetros para ecuaciones diferenciales de orden 2, en esta
seccién extenderemos dicho método a ecuaciones diferenciales de orden n para n > 2. Asf, consideraremos
el caso de la ED lineal no homogénea normalizada:

YD+ auo1 ()Y 4 e (x)y = g(x); (4.1)
cuya ED homogénea asociada es
Y 4+ ay1 () y" Y 4+ ag(x)y =0. (42)
Suponemos conocido el conjunto fundamental de soluciones:

{$1(x). 2(x). -+ . gu(X)},

con el cual podemos formar la soluciéon general de la ecuacién (4.2),

d(x) = c1¢1(x) + c2¢2(x) + -+ + Cnpp(x). (4.3)
En lo que sigue, supondremos también que las funciones a,_1(x),:--,ao(x) & g(x) son continuas en el
intervalo (e, 8), donde el conjunto de funciones {¢1(x), ¢2(x), -+ , ¢n(x)} satisface:
$1(x) $a(x) -0 Pu(x)

¢1(x) Pr(x) o P(x)

Wp1(x), p2(x), -, Pn(x)] = # 0, para todo x € (a, B).

f"“”(x> ¢§"‘.“(x> e )

1.canek.azc.uam.mx: 23/ 9/ 2010
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Como vimos en la seccién anterior, el método se apoya en la idea de que las constantes ¢, c2,:-- , ¢, de la
ecuacién (4.3) las podemos reemplazar por un conjunto {u;(x), u2(x), - ,u,(x)} de funciones indetermi-
nadas por conocer, que permiten generar una solucién particular

Yp(¥) = ur ()1 (x) + u2(X)p2(x) 4 -+ - + un (X)¢n (x) (4.4)

de la ecuacion (4.1). Como queremos determinar n funciones, es de esperarse que debemos imponer n
condiciones a las funciones u;(x), j = 1,2,...,n.

Es claro que una de las condiciones debe ser sin lugar a dudas el cumplimiento de la ecuacién (4.1).

La idea central de este método radica en no resolver para las funciones u; (x) ecuaciones diferenciales que
sean de orden mayor que 1, es decir, buscaremos las restantes n — 1 condiciones de manera que nunca

tengamos que considerar alguna relacion en la que intervenga alguna derivada u(/-k) (x) parak > 1.
Con esto en mente, a partir de (4.4) obtenemos al derivar:

v, = 1] +uay + -+ unpy] + uipr +uydy + -+ + 1, Pal.

Para asegurar que no aparezca alguna u ;' (x), al calcular la segunda derivada, requerimos que en el intervalo
(@, B):

uipr + usdy + -+ uyp = 0. (4.5)
Entonces, tenemos ahora:

Vp =Wl + U2y + -+ Undy

Por lo tanto,
vy = i) +uzdy oo undy) ]+ i) +uspy + ey,

Por la misma razén que expusimos anteriormente, ahora planteamos la condicién:

uipy +usd, + -+ +u,¢, =0. (4.6)
De donde se desprende que
vy =g +usg) + +ung,. 47)

Si proseguimos de la misma manera, determinamos que se deben cumplir las relaciones:

wlo® +ulp® 4wl ™ =0, h=0,1,2,....n -2, (4.8)
y
YO =110 s 4o unp® parak =0,1,2,...n—1. 4.9)
Finalmente, si para k =0, 1,2,...,n — 1 usamos las relaciones (4.9) en (4.1), hallamos:

gl 4t +uig"D bl e gy o ung ]

yg)n) y(pn—l)

+ao [u1gr + - + undn] = g(x). (4.10)

Yp
Ahora reacomodamos la ecuacién (4.10) factorizando uy, up -+ uy, :

ur[p” + a1V 4 aogi] + -+ un[pP + ano198 Y 4+ aogal+
F i 4 U O] = g (). 4.11)
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Notemos que como cada una de las funciones del conjunto {¢1(x), ¢2(x),--- , $n(x)} satisface a la ecuacién
(4.2), todos los términos en (4.11) son iguales a cero con excepcién del dltimo; esto permite llegar a la
conclusién de que

uip" Ul = g (). (4.12)

Al reunir todas las condiciones indicadas en (4.8) junto con la ecuacién (4.12), concluimos que las funciones
incégnitas uf, ..., u, satisfacen a las condiciones:

Ui +uyda + -+ Uphy =0;
uip) +uydy + -+ uyd, =0;
: (4.13)
uj in—z) + uéqb;"_z) +-t u,;qb,(,"_z) =0;
ui"™ gy gl = ().
Ahora bien, como indicamos anteriormente:
Wipi1(x), p2(x), -, ¢u(x)] # 0, para todo x € (a, B).
Por lo tanto, considerando (4.13) como un sistema de n ecuaciones con n incégnitas uj, ..., u,, podemos
utilizar la regla de Cramer para obtener la solucién tnica para uy, ..., u,. Obtenemos:
W W
uj = k =X k=12,...n. (4.14)
Wip1(x), ¢2(x), -+, ¢u(x)] W
Donde W difiere de W{p1(x), ¢2(x), -+ . ¢n(x)] = W en que tiene, como columna k-ésima, a la columna:
0
0
g(x)

: : : . Wi
Las funciones W = W(x) y Wi = Wi (x) son continuas; en consecuencia, las expresiones u; = —- son

integrables; por lo tanto, integrando se determinan las funciones incoégnitas u(x), ..., u,(x).
Finalmente observe que, si en lugar de la ecuacién diferencial (4.1), tuviéramos

an(¥)y™ + ap_1 ()™ + -+ ag(x)y = b(x)

b(x)
an(x)

—es decir, si a,(x) no fuese idénticamente igual a 1-, entonces habria que poner g(x) =

en lugar de

g(x) enla dltima ecuacién de (4.13). En otras palabras, habria que normalizar la ED.

Ejemplo 4.7.1 Resolver laED  y® + 4y’ = cot2x.

Y Primero observamos que esta ecuacién diferencial no puede ser resuelta por medio del método de
coeficientes indeterminados debido a la presencia de la funcién cotangente. La ED estd normalizada, ya
que el coeficiente de la mayor derivada de la ecuacién es igual a 1.

Para la solucién, determinamos en primer lugar la ecuacién caracteristica correspondiente a la ED asociada:

P 44r=r@?+4)=0.

Las raices de esta ecuacién algebraica son r; = 0; r» 3 = £2i. Por lo tanto, el conjunto fundamental de
soluciones estd integrado por las funciones

¢1 =1, ¢ = cos2x & ¢3 = sen2x.
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El wronskiano W = W(¢1, ¢, ¢3) es

1 cos2x sen2x
W = W(p1, ¢z, ¢3) = |0 —2sen2x 2cos2x | = 8sen?2x + 8cos?2x =
0 —4cos2x —4sen2x

= 8[sen?2x + cos?2x] = 8.
De acuerdo a lo discutido en el procedimiento general, requerimos hallar Wi, W, y W3. Tenemos:

0 Ccos 2x sen 2x
Wi=| 0 —2sen2x 2co0s2x | = cot2x[2cos?2x + 2sen?2x] = 2 cot2x;
cot2x —4cos2x —4sen2x

1 0 sen2x
Wy = |0 0 2cos2x | = —cot2x[2cos2x] = —2 cot2x cos2x;
0 cot2x —4sen2x
y también:
1 cos 2x 0
W3 =10 —2sen2x 0 = —2sen2x cot2x = —2cos2x.

0 —4cos2x cot2x

De esta manera, obtenemos para u1, u», u3 las siguientes expresiones:

Para u;,
W 2cot2 1/1 1
up = /—1 dx =/ Yax =2 (- In(sen2x) = — In(sen 2x).
w 8 4 \2 8
Para u,,
y &dx_/—2cot2xc032x gy = l/COSZZX dy = l/ 1 —sen22x gy =
= we T 8 T4 sen2x T 4 sen 2x -

1 11 1

=—- /cchx dx — /sean dx| = —- |=In(csc2x — cot2x) + — cos2x| =
4 4 12 2
1 1

=3 In(csc2x — cot2x) — 3 cos 2x.

Finalmente para us3,

W- =2 2 1 /1 1
Uz = B dx = /7COS xdx =—|( = )sen2x = ——sen2x.
8 4 \2 8

Estamos ahora listos para obtener la solucion general la cual, como sabemos, resultard sumando la solucién
complementaria y la solucion particular que calculamos con el método de variacion de pardmetros. De esta
manera la solucién general de la ED es

y = lc1¢1 + c2¢2 + c3¢3] + U191 + Uz + uzps] =
=1+ c2cos2x + c3sen2x+

1 1 1 1
+ 3 In(sen2x) — 3 In(csc2x — cot2x) cos 2x — 3 cos22x — 3 sen?2x =

—

0| —

1 1
=1 + c2c082x + c3sen2x + 3 In(sen2x) — 3 In(csc 2x — cot2x) cos 2x.
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La ecuacién diferencial de Cauchy-Euler

El ejemplo anterior muestra cémo generar una solucién particular y la consecuente solucién general de
la ED por el método de variacién de pardmetros si tan sélo se conoce un conjunto fundamental de solu-
ciones de la ecuacion diferencial homogénea asociada. Hay que decir que tuvimos a nuestro favor que la
ecuacién homogénea es de coeficientes constantes, caracteristica que facilité la determinacién del conjunto
fundamental.

Si los coeficientes no son constantes, la tarea puede resultar mds compleja con excepcién de algunos casos
particulares, como el que discutimos a continuacién.

e La ED de Cauchy-Euler de orden n tiene la siguiente forma general:

n dn—l d
a,,x”W +ap_x"! dx”—)l} + et alxé +apy = g(x), donde ag, ay, ..., a, son constantes.

La ED de Cauchy-Euler de orden 3 tiene la siguiente forma:

d3 d? d
a3x3d—x)3} + azxzd—xi + alxﬁ +apy = g(x). (4.15)

Este tipo de ED se puede reducir a una ED de coeficientes constantes, si se realiza el siguiente cambio de
variable:
x=e".

Derivamos usando la regla de la Cadena:

dy dy dy

O i T T
dx  dx i(e’) e’ dt’
dt dt
Es decir,
dy _,dy
y’:aze tz. (416)
Al calcular la segunda derivada:
ay’ a ( _,d_y) S d?y dy
p_ A%y _dy' g _dt\ di) _° iz T ar _ (47 _dy
dx?2  dx dx i(e’) e’ dt2  dt )’
dt dt
Es decir,
d?y  ,, (d*y dy
y”:W:e t(ﬁ—z> (417)

Para la tercera derivada encontramos que

dy” 4] d?y _dy
1 d3y _ dy” _ 7 dt dt? dt

T dxd T dx  dx d -
dt dt(e)

e (dPy  d?y e (d%y dy
e\ g )\ gr g 3 2
dt dt dt dt _ (d y_3d y 2d_y>

= o = P TERR TERT
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Es decir,

d3y d3y d%y . _dy
o &Y n (Y 34V L4V 41
YoEga e (dt3 Yaz T dt) (418)

1 t

Al usar (4.16), (4.17) y (4.18) en (4.15), y tomando en consideracién que x~* = e~*, obtenemos una ED con

coeficientes constantes y variable independiente ¢.
Ejemplo 4.7.2 Resolver laED x3y® 4+ 3x2y” —3xy’ = xInx.
V¥ Siusamos (4.16), (4.17) y (4.18) en la ED, obtenemos:

3 2 2
e [€_3t (% — 3% + 2%)] + 3¢ [6_2’ (d_y — d_y)] —3e! [e_’d—y] =e'lne’.

Que se simplifica como
d? d? d d? d d
CV 380 D 38 3D 3
dt3 dt? dt dt? dt dt
o bien como 3 J
CY 42 e,
dt3 dt
Esta es una ED con coeficientes constantes; para resolverla aplicamos el procedimiento conocido. En este
caso, la ecuacién caracteristica asociada a la ED homogénea es

P —dr=r(? =4 =rr—2)r+2)=0,

cuyas raicessonr; = 0, r, = 2 & r3 = —2. Deducimos entonces que un conjunto fundamental de soluciones
estd integrado por las funciones:

61 =1, ¢2=€2t & ¢3=€_2t.

El wronskiano correspondiente para este caso es

1 eZt e—2t

W = W(p1. ¢, ¢p3) = |0 2e2 —2¢72| =8+ 8 = 16.
0 42 4o

Y las funciones Wy, W, y W3 son

0 eZt e—2t
Wy =0 2e* —2e72 =te'[-2—2] = —4te’.
te! 4e?t 472

1 0 e
Wo=10 0 —2e7 2 =2te".
0 te! 4de %
1 e 0
Wi =10 2e% 0|=2te*.
0 4e? tef

Por dltimo, integramos por partes para determinar las funciones incégnitas u1, u» & us:

Wi —4tet 1 1
= | —dt = dt = —= [ teldt = —=e'(t — 1).
" % / 16 4/e z¢-D

W, 2tet 1 _ 1 _
= | —dt = dt = = [ te7'dt = ——e7'(t + 1).
"2 % / 16 s/e g¢ D

W3 23! 1 3 1
= [ Bar = dt = — [ te?dt = —e> (3t — 1).
" / 16 8/ ¢ 726 G
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En conclusién, la solucién de la ED est4 dada por

y = [c1¢1 + cada + c3¢3] + [u1d1 + uada + uszps] =

1 1 1
=[c1 + e +cze™ ) — —e'(t — 1) — = (t + 1)e? + —e3 (Bt —1)e™ 2 =
4 8 72
1 1 1 1
= [c1 + c2e® +cze ] + e i Ry U
1
= [c1 + c2¢® +cze ] + 56’(1 —31).

Sin embargo, en la ecuacién inicial, no es ¢ la variable independiente, sino x.
De x = ¢, hallamos que ¢ = Inx. Si lo utilizamos en el resultado anterior, encontramos:

1
y=c1+cx?+c3x2 4 §x(1 —3Inx).

Ejemplo 4.7.3 Resolver el siguiente PVI:
1
xzy(3) —xy” —+ y/ = _I;X’ con y(l) =0, yl(l) =1 &y”(l) =—1.

¥ Primero multiplicamos la ecuacién por x a fin de llevarla a una ecuacién del tipo Cauchy-Euler:

3) 2.1

x3y® —x2y” + xy’ =Inx.

Si hacemos ahora el cambio de variable x = ¢’ e incorporamos los resultados (4.16), (4.17) y (4.18):

d3y _d?y dy d?y dy dy
3|3 (22 32 F 57 2t |2 (%S et 22| — ¢
¢ [e (dt3 3dt2 + dt)] ¢ [e (dt2 dt)] te [e dt] !

Al simplificar, hallamos:
d3y _d?y dy d*’y  dy  dy _

PR R TR R T
o bien:
d3y  d?y 4d_y_

TERR TR T

Esta es una ED con coeficientes constantes. La ecuacion caracteristica correspondiente a la ED homogénea
asociada es

P—4rt 4t 4r =t —4r+4) =r(r-2%=0.

Por lo tanto las raices de la ecuacién son r; = 0y r» = r3 = 2. En consecuencia, las funciones que integran
el conjunto fundamental de soluciones de la ED homogénea asociada son

pr=1, ¢rp=¢e* & ¢3=te*.

Con ellas podemos calcular el wronskiano W = W(¢1, ¢z, ¢3):

1 2t 2t

e te
W = W(p1,da, ¢3) = |0 2e* (2t + 1)e? | = (81 + 8)e*’ — (81 + 4)e*’ = 4e*'.
0 4e% (4t + 4)e*
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De manera similar:

0 eZt l€2t

Wi =0 2% (2t + 1)e?| =t[(2t + 1)e*" —2te*'] = te*?,
t 4e? (4t + 4)e?
1 0 te?t

Wy =10 0 2t+ e?|=—1Q2r+ 1)e? = (=212 —1)e*,
0 t (4t +4)e?
1 e* 0

Wi =1{0 2% 0] =2re?.
0 4e% ¢

Asi, por el método de variacién de pardmetros, las funciones incoégnitas u1, u», us:

1% te?? 1 /¢ 1
up = —ldt=/ ¢ dt = - — ) = =12
w 4e4t 4\ 2 8
W, (=212 —1)e? 1/ 2 "y
_ — = 7 dt=— |2 dt.
U /Wdt / 104t dt 1 @2t +1)e

Si en la dltima integral aplicamos integracion por partes, obtenemos:

1
Uy = Re_ZtG + 61 + 41%).

Otra integracién por partes nos da como resultado:
W3 2te* 1 o 1,
Uz = Wdl = /Wdl = E/l@ dt = —ge (Zf + 1)

De x = ¢, obtenemos y = In x. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es

1 1 1
y = [c1 + c2e? + cate?] + gtz + Re‘”@ + 61 + 41%)e? — ge_Z’(Zt + e =

1 3 3 1 1 1
2t 2t 2 2 2
= t P 4ttt -t =
R R U T U U U

1 1
= [c1 + c2e® + cate?] + gtz + Zt.

De x = ¢, obtenemos ¢ = In x, por lo tanto, la solucion general de la ED en la variable original x es
2 2 1.2 !
y=c1+cx"+c3xInx + gln X+ Zlnx.
Ahora bien, de las condiciones iniciales:
y(1) =0 = ¢c1 +c2=0.

Para aplicar la segunda condiciéon requerimos la primera derivada; ésta es

! Ilnx 1
y' =2cx +c3fx +2xInx] + ——+ —.
4 x 4x

Por lo tanto, y’(1) = 1 produce:

1 . 3
1=2C2+C3+Z o bien 2C2+C3=Z.
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Finalmente, para usar la tercera condicién, requerimos la segunda derivada; al calcularla encontramos:

1/1=Inx 1
" o__
y —2C2+C3[3+21nx]+z< 2 )—m

De donde, por la condicién y”(1) = —1, hallamos:
1 1 .
—1=2C2+3C3+Z—Z obien —1=2c¢;+ 3cs.

Resolviendo el sistema, obtenemos:

c1+c2 =0;
2¢y + 3
¢ +c =
2+¢3 1
2¢p +3c3 = —1.
13 13 7 . .
Encontramos que ¢; = T3 = T3 &c3 = —3 Al utilizar estos valores en la solucién general, hallamos
la siguiente solucién particular:
13 13, 7, 1., 1
=——+4+ —x"—=-x"Inx+-In“x+ -Inx =
Y716 T 16" T 3 8 4

1
= E[—13 +13x2 = 14x%Inx +2In2x + 41n x].

Ejercicios 4.7.2 Variacién de pardmetros para ED de orden n. Soluciones en la pdgina 11
Utilice el método de variacién de pardmetros o el correspondiente a la ED de Cauchy-Euler para determinar la solucion
de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales.

1. y® —y” =12x% + 6x .
2. yW 4y =52+ x.

3. 9O 43y £3y 4y =e7F.

4y oy _yr oy = 2x3+x;—4x_6 .
5.y"=2y"+1.

6. y® +16y” = 64cosdx .

7.y —dy” 44y’ =126 42452

8. y® —2y” +y =100cos3x .

9. y® _6y" + 11y’ — 6y = e* .

3 - Bty

10. y 3

11. x3y® —x2y” 4 2xy’ =2y = x3.

12, x3y® £ 5x2y" 4 2xy" —2y = x*.
13. x3y® —4x2y” 4+ 8xy’ — 8y = 4Inx .

14. x3y® 4+ x2y” —6xy’ 4+ 6y = 30x .
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15.

16.

17.
18.
19.
20.

xy® +2xy” — xy’ —2xy = 1, si el conjunto fundamental de soluciones estd integrado por
pr=er gy =€ 3 =e"".

x2y® — 2y’ = 5Inx, siel conjunto fundamental de soluciones estd integrado por
$1=1,¢,=Inx &¢3 =x3.

y® — 3/ = —2x, con y(0) =0, y'(0) =1, y”(0) = 2.

y@ —y=8* con y(0) =-1, y'(0)=0. y"0) =1 y"(©0)=0.
y® £3y” 43y +y =12 cony(0) =1, y'(0)=0, y”0)=-3.
y® —y =cosx, cony(0) =1, y’'(0)=-1, »”(0)=y"(0)=0.
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Ejercicios 4.7.2 Variacion de pardmetros para ED de orden n. Pigina 9

1. y =c1 + cox + c3e® —x* —5x3 — 15x2.
3

4
X X
2. y=c1+c2x+C3cosx+C4senx+E—{—?—xz.

1
3. y=cre™* + coxe™™ 4+ c3x2e™™ 4 gx3e_x.
1
4.y =c1e* 4+ cre™* + 32X 4+ —.
X

1
5.y =c1e®* +cox +c3 — sz.

1
6. y =c1+cax +c3c0s4x + cqgsendx — Ex sen4x.

7. y = cre?* + coxe®* + c3 + 3x2e?* +2x3 4+ 6x2 4 9x.

8. y=c1e® + caxe* +cze ¥ + cqxe™™ + cos3x.
1
9. y =cre* + cpe?* + c3e3* + Exex.

Rt V23 V23 -
10. y=c1x"+x 2 czcos—2 lnx+C3sen—2 Inx X.

3
X
11. y =c1x+caxlnx +c3x2 + x

4
12. y=c1x+ cox V4 e3x2 4 x_
90

2 41 7

13. y =c1x + c2x” + c3x —Elnx—g.

14. y = c1x + cax3 + c3x~2 — 5xInx.
—2x 2x

/erx.

—X

e* re e X re* e
15. y = c1€” + cpe™™ + cze 2 + —/—dx——/—dx+
6 X 2 X

5 15
16. y =c1 +calnx + c3x3 — Exlnx + Tx'

eX¥ —e™*

2

18. y = e ™ —3e* + cosx + 2senx + 2xe*.
19. y = e (1 + x — x2 4+ 2x3).

5

1 1 1 1
20. y = gex + ge_x + 7 COSX — - senx — -xseny.

17. y = + x2 = senhx + x2.



