CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4.2 Reduccion de orden

Hallar un método para encontrar soluciones que formen un conjunto fundamental de la ED sera nuestro
trabajo en las siguientes secciones.

421 Reduccién de orden en ED lineales de segundo orden

Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden:

ax(x)y" +ai(x)y’ +ao(x)y =0,

de la cual se conoce una solucién que llamaremos y;. De acuerdo con lo visto en la seccién anterior, reque-
rimos una segunda solucién y, de la ecuacién diferencial de tal manera que el conjunto { y1, y» } constituya
un conjunto fundamental de soluciones.

A fin de encontrar esta segunda solucién, aplicaremos un método llamado variacién de pardmetros que se
debe a D’Alembert.

La idea fundamental es la siguiente: debido a que la ecuacién es lineal, y dado que y; es solucién, entonces
ayi para a constante, también es solucién. La pregunta que se formula en este método es jcémo encontrar
una funcién u, de tal manera que y, = uy; también sea solucién de la ecuaciéon?

Para el desarrollo de la idea de D’ Alembert, requerimos, en primer lugar, normalizar la ecuacién; esto es,
necesitamos que el coeficiente de y” sea 1. Para ello, dividimos la ecuacion entre a, (x):

ao(x)

az(x)

Queremos ahora determinar bajo qué condiciones podemos asegurar que y, = uy; es solucién. Constata-
mos que, por ser y; solucién de la ED, tenemos:

ay (x)
az(x) y

y" 4+ p(x)y’ + g(x)y =0,donde p(x) = donde ¢(x) = ,con ax(x) #0.

yi +py{+qy =0.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Si derivamos y, dos veces, hallamos:

Y2 = uyr.

¥y =uyi tu'yr.

vy =uy! +2u'y{ +u”y;.
Sustituyendo en la ED y;' + py; + qy» = 0, obtenemos:

uy; +2u'y{ +u"y1 + puy{ + pu'yr + qyiu =0.

N——

»y 2% 972

Reagrupamos en términos de v, u’, u” y asi resulta:

u(y{ + py{ +qy1) +y1u” +2yju’ + pyyu’ =0 = yu” +2y/u’ 4+ pyju’ = 0.
S ————
L(y1)=0

Si hacemos el cambio de variable w = u’, se tiene u” = w’, por lo que la ED se reduce a otra de orden uno,
concretamente:

dw
yiw’' 4+ 2y{w + pyjw =0 = i +2y{w + py1w = 0.
Si escribimos ahora la ecuacion en forma diferencial, hallaremos:
yidw + 2y {wdx + pyywdx = 0.

Esta tdltima expresion es una ED que puede resolverse mediante separacion de variables. En efecto, multi-

licando por ——, tenemos:
% P . N
— + Rl dx + pdx = 0.
w N

Integrando, encontramos:
/—+2 dx+/pdx=C:>lnw+21ny1+/pdx=C
Aplicando propiedades de logaritmos encontramos:
In(y?w) + /pdx =C = In(?w)=C —/pdx.

Si ahora aplicamos la funcién exponencial,

yiw = eCIpdx — (Co—Jpdx — Co=[pdx
Asi,
du e_fpdx e_fpdx
w=— = > :>u=C/ >—dx + K
dx J1 J1

De esta manera, cualesquiera de las funciones u # 0 que resulten de esta férmula serd de utilidad para
construir una segunda solucién y, = uy;. Como

yl y2 1 uyi
s = + = =
Wi, y2) = Vi T 0wl 4l M u'y? M u'yl =
6‘ — [ pdx

7 () = CeTrix 0,
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resulta que { y1, y2 } es un conjunto fundamental de soluciones. Tomamos el caso més sencillo para la
funcién u, estoes C = 1y K = 0; u toma la forma de

— [ pdx
u:/e >—dx.
J1

En resumen, tenemos el siguiente resultado:.

e Dada la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden

y'+p(x)y +qx)y =0
y una solucién no nula y;, entonces:

1. La funcién y, = uy;, donde

— [ pdx
u:/e >—dx,
J1

@.1)

es también solucién y, ademads, { y1, y» } conforma un conjunto fundamental de soluciones de la

ecuacioén diferencial.
2. La solucién general de la ED (4.1) estd dada por:

y =c1y1 +c2ya.

Ejemplo 4.2.1 Consideremos la ED lineal homogénea de segundo orden x2y” + 2xy’ — 6y = 0.

1.
2.
3.

2 ¢s una solucion de la ED.

Verificar que y, = x
Encontrar una segunda solucion y, de la ecuacién.

Escribir la solucién general de la ecuacion.

. En primer lugar calculamos la primera y segunda derivada de y;:

yi=x>=y/ =2x & y/=2.
Si sustituimos en la ecuacion diferencial:
x? (2) +2x (2x) =6 (x?) =0 = 6x% —6x2 =0,

— —— ———

yl” yl' Y1

concluimos que y; es una solucién de la ecuacién diferencial.

Usamos ahora el resultado anterior. Determinamos u.

Primero necesitamos normalizar la ecuacién para lo cual dividimos entre x2. Obtenemos:
2 6
4 /
y 4+ -y =—=y=0.
x x

2
Usamos la férmula del resultado anterior con p = — & y; = x2; encontramos:
x

~ 2ax —2Inx In(x~2) -2
_[e Tx _[e _[e [ _ R
u = de-/x—4dx_/ x4 dx-/FdX—/x dx-—gx .

1
Por lo tanto, y, = uy; = —gx_s -x?
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3. La solucién general es
2 [ 2 -3
y=c1y1+cys=c1x“+c3 —gx = C1x° 4 cax .

O

Ejemplo 4.2.2 Utilizando el método de reduccion de orden, calcular una segunda solucién de la ED dada y escribir

su solucién general.

x2y" 4 2xy' =2y =0; y1(x) = x.

¥ Vamos a usar dos procedimientos.

1. Procedimiento 1: uso de la férmula.

Primero, normalizamos la ED; para ello, dividimos entre x2:

. 2
Usamos ahora la férmula de esta seccibncon p = — & y; = x; encontramos:
x

~ /2 dx —2Inx In(x—2) -2
e x e e X —a I 4
MZ/TCZ.X:/ x2 dxz/ x2 dxz/vdxz/x dxz—gx .

Por lo tanto,

Asi, la solucién general de la ED es

y =cC1yY1 +C2Y2 =C1X +C2 (——) x72.

O bien

y =c1x + ch_z.

2. Procedimiento 2: sustitucién de y, = u(x)y;(x).

Si y» = ux, entonces:
v, =u'x4+u & y, =u"x+2u’.

Sustituimos en la ED para garantizar que y, = uy; sea solucién:

x2y) 4+ 2xy; =2y, = 0.
Se debe cumplir:

X2 x +2u") +2x('x +u) —2(ux) =0 =
= xSu” +2x%u +2x%u 2T -2 =0 =

= xu” +4x%u’' = 0.

Dividiendo entre x3:

4
u” +—u'=0. 4.2)
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d
Siu' = w, entonces u” = d_w Sustituyendo en (4.2) se tiene que
x

dw 4 dw 4 dw dx

— t-w=0=>—=—w => —=—4— =

dx = x dx X w X
d d
_w=_4/—)C = Inw=-4nx+C, =
w x

Shw=Ihx*+InC, = ln(Clx_4) = w=Cx 4

Pero

3

d d -
w:u’:% :>£=C1x_4:> u=C1/x_4dx=C1x_—3+C2 =

C
:>u=—;x_3+C2 = u=Cx3+0C,.

Sitomamos C; =1 & C, = 0, obtenemos que u = x73.

Pero y,(x) = ux, por lo tanto:

3 2

y2(x) =xT7Px =x"° = y(x) = x72.

Por lo tanto, la solucién general de la ED x2y” + 2xy’ —2y = 0, es

y=c1y1 +c)y2 = y=cC1x+ cax 2.

O

Ejemplo 4.2.3 Utilizando el método de reduccién de orden, calcular una segunda solucion de la ED proporcionada y

escribir su solucion general.
x2y" +3xy' +y =0; yi(x) =x"1

¥V Siy(x) = u(x)y;(x), entonces:

1.
Y2 =ux -
vy =u'x"  —ux7%

vy =u"x7" —2u'x"% + 2ux3.

Sustituyendo en la ED x?yJ + 3xy; 4+ y» = 0, se obtiene:

=0 =

22 x 7 = 2u x4 2ux ") 4+ 3x(u/x T —uxT?) +ux”
Sux —2u"+2ux ' +3u' —3ux ' +ux1=0 =
su’x+u' =0.

Dividiendo entre x para normalizar la ED:

u” + —u' =0
X
d
Siu’ = w, entoncesu” = d—w;sustituyendo en (4.3) se tiene que

X
dw 1 dw dx
—t-w=0=>—=-—— =
dx x w X

d d

@ _ _/_x =S hw=-Inx+Cy=Inx"'+1InC;, = ln(Clx_l) =

w X

=w=Cx L

(4.3)
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d
Perow = u’ = por lo que

dx’
d d
—M=C1x_1 = u=C1/x_1dx=C1/—x = u=Clnx+ C,.
dx X
Si tomamos, por ejemplo, C; = 1y C; = 0, hallamos que u = Inx. Ya que y»(x) = ux"!, entonces

Inx
Y2 =—

X
Por lo tanto, la solucién general de la ED:
y = cix U+ cox nx.
O

Ejemplo 4.2.4 Utilizando el método de reduccion de orden, calcular una segunda solucién de la ED dada y escribir
su solucién general.
2x+1y" +4xy' —4y =0; yi(x) = e,

¥V Siy(x) = u(x)y;(x), entonces:

yp = ue—Zx;

vy =u'e”™ —2ue™ = (u' —2u)e™*;

vy =u"e ™ —du'e™ +due™ = (u” — 4u’ + 4u)e .
Sustituyendo en

(2x + 1)yy + 4xy; — 4y, =0,

se obtiene
@x + D" —4u’ + 4u)e™ + dx(u’ — 2u)e ™ — due™>* = 0.

Multiplicando por e~ se tiene que
Cx+ D" —4u'+4u) +4x@w' —2u) —du =0 =

= 2x+Du’" +(-8x—4+4x)u’' +Bx+4—-8x—dHu =0 =
= 2x + Du” + (—4x —4dHu' = 0.

Dividiendo entre (2x + 1) para normalizar:

4x + 4
"_ zxj: ' =0, (4.4)
X
d
Siu’ = w, entoncesu” = d_w Sustituyendo en (4.4):
X
d_w 4x+4w_0 N d__4x+4dx N
dx 2x+1 C2x+1

w
dw 2

=>/—=/<2+ )dx:>
w 2x + 1

=>hw=2x+nQ2x+1)+C =

= w = XM+ Cr — eX2x + 1)C, =

t =2x+1= dt =2dx;

1
dv =e*dx = v =§ezx.

d
=w = C;(2x + 1)e?*, pero w = a =

dx
=u=C /(2x + De>* dx.
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Aplicando integracién por partes:

1
u=C [E(ZX + 1e** _/er dx] = u = Cixe* + C,.

Tomando C; = 1 & C, = 0, hallamos que y>(x) = ue™2* = xe?*-¢~2* = x. Por lo tanto, la solucién general

de la ED es
y=c1y1t+c2y: = cre™ 4 cpx.

O

Ejemplo 4.2.5 Utilizando el método de reduccion de orden, calcular una segunda solucion de la ED conocida y
escribir su solucion general.

1 _1
xzy”+xy’+( 2_Z>y:0; yi(x) =x 2senx.

¥ Siya(x) = u(x)yi(x), entonces:
_1
Y2 = uUx 2senx;
, , -1 _1 _3
Vo =ux 2senx +u|x 2cosx—§x 2senx |;

_1 _1 _3 21 _3 _3
Yz” =u"x"2senx + 2u’(x 2 COS X — Ex 2 senx) + u(—x 2senx —x 2cosx + Zx 2 senx).

1
Sustituyendo en x2y) + xy, + ( x2 — = | y» = 0, se obtiene, después de algunas operaciones:
y 2 2 1 P g P

3 3
u”’x2senx +2u'x2 cosx = 0.

3
De donde, dividiendo entre x2:

u”senx + 2u’cosx = 0. (4.5)
sl Z dw ; ;
Siu’ = w, entoncesu” = e Sustituyendo en (4.5) se tiene que
X

dw dw dw COos X
—senx +2wcosx =0 = —senx = -2wcosx = — = —2 dx =
dx dx w sen x

dw COos X

= — = —2/ dx =
w sen x

= Inw = —2In(senx) + C; = In(senx) 2> +InC; = In [Cl (senx)_z] =

= w=0C (senx)_z.

du
Perow = u’ = I por lo tanto:
x

du_ 1

i IST:CICSCZX :>u=C1/csc2xdx=C1(—cotx)+C2 =
x en2x

=u=—-Cicotx+Cy, = u=Cycotx + C,.

Sisetoma C; = 1& C, = 0, obtenemos u = cot x, con lo que:

-1 _1 cosx [ _1
Y2 =ux 2senx = (cotx)x 2senx = X 2 |seAx =
senx

1
= Y2 =X 2COSX.
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Por lo tanto la solucion general de la ED

1
xzy”+xy’+( 2—Z>y=0,

estd dada por

1
y(x) =c1y1(x) + c2y2(x) = c1x”2senx + cox 2 cosx =

1
= y(x) = x 2(cysenx + ¢ cosx).

Ejercicios 4.2.1 Reduccion de orden. Soluciones en la pdagina 9
Obtener la solucion general de la ED conocida, considerando que y1 es una solucién de ella.

1. 2y" +3y' =2y =0; y; =e 2*..

3x

2.4y" = 12y" +9y=0; y1=e7..

3. y"+4y =0; y; =sen2x..

4oy 46y +9y=0; yr=e*..

5. 9" 44y’ +13y =0; y; =e ¥ cos3x. .
6. 99" —4y =0, =% ..

7. x2y" —6xy’ + 10y =0; y; = x2..

1
8. x2y" —xy'=3y=0; y;=—..
x

9. x2y" +8xy' + 12y =0; y; =x3..
10. —x2y”" +xy'+8y =0; y; =x*..
1. A=x)y"+xy'—y=0; y;=x..

sen x

12 xy" +2y"+xy =0, y; =
13. x2(Inx = 1)y”" —xy'+y=0; y; =x..
14 xy"+(x =1y —y=0; yj=e*..

15. xy"=Q2x+ Dy’ + (x+ 1Dy =0; y; =e*..
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Ejercicios 4.2.1 Reduccién de orden. Pigina 8

® N @ LN

X
y = cle_zx + cpe2.

3x

y=(c1+cax)e 2.

y = c1sen2x + ¢ Cos 2x.

y = (c1 + cox)e 3%,

y = e 2*(c1 cos 3x + ¢ sen 3x).
2, _2,

y =c1e3” +cre 3.

y= clx2 + czxs.

C1
y=— +czx3.
b

10.
11.
12.

13.
14.
15.

c1, ¢
y=37 %

c
y = clx4 + —é
X

y = c1x + cpe”.

1
y = —(c1senx + ¢ cos x).

X
y =c1Xx + caInx.
y=cre ¥ +ca(x—1).

y = e*(c1 + cax?).



