CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4,5 Obtencion de una ecuacion diferencial

Hasta ahora el problema tratado ha sido:
e Obtener la solucién general de una ED lineal homogénea con coeficientes constantes.
En esta seccion trataremos con el problema inverso:
e Obtener una ED lineal homogénea de coeficientes constantes a partir de su solucién general.

Para obtener la solucién general de una ED lineal homogénea con coeficientes constantes, recuérdese que
tuvimos que llevar a cabo los pasos siguientes:

1. Proponer como solucién a una funcién exponencial.

2. Obtener la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién diferencial.
3. Calcular las raices de la ecuacion.

4. Identificar un conjunto fundamental de soluciones

5. Finalmente escribir la solucién general.

Por otro lado, para el problema inverso de obtener una ED lineal homogénea de coeficientes constantes,
a partir de su solucién general, es de imaginarse que hay que llevar a cabo los pasos anteriormente men-
cionados, pero en sentido opuesto. Esto es, dada la solucién general de una ecuacién diferencial:

1. Identificar un conjunto fundamental de soluciones.
2. Ubicar las raices del polinomio caracteristico.
3. Escribir el polinomio auxiliar o bien la ecuacién auxiliar.

4. Y finalmente proponer una ecuacion diferencial.
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Ejemplo 4.5.1 Obtener una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes que tenga por solucion
general a y = c1e®* + cpe ™%,

¥ De la solucién general y = cje?* + c2e>*, podemos considerar:

1. Que las funciones y; = e?* &y, = e >* forman un conjunto fundamental de soluciones para la
ecuacioén diferencial buscada.

2. y1 = €* = ¢ = r = 2 es una raiz de multiplicidad 1 & (r — 2) es un factor de la ecuacion
caracterfstica.

y2 = e°¥ = ¢"™ = r = —5 es una raiz de multiplicidad 1 & (r + 5) es un factor de la ecuacion

caracteristica.

3. Entonces, una ecuacién que puede ser considerada como la ecuacién caracteristica de la ecuacién
diferencial es
r—2)(r+5=0= r2+3r—10=0.

4. Por lo que, una posible ecuacién diferencial es y” + 3y’ — 10y = 0.

O

Ejemplo 4.5.2 Determinar una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes que tenga por solu-

cion general a 'y = c1e3* + cpxe3*.

¥ De la solucién general y = cje3* + cyxe3*, podemos considerar:

1. Que un conjunto fundamental de soluciones estd formado por las funciones y; = e3* & y, = xe3~.

3x 3x

2. Cony; =e* =e"* &y, = xe
polinomio caracteristico.

= xe’*, podemos decir que r = 3 es una raiz de multiplicidad 2 del

3. Este polinomio puede ser considerado como P(r) = (r — 3)?, el cual genera la ecuacién caracteristica

r—32=0=r2—6r+9=0.

4. Por lo cual, una posible ecuacion diferencial es y” — 6y’ + 9y = 0.
O

Ejemplo 4.5.3 Obtener una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes que tenga por solucion
general y = e™*(cy cos 2x + ¢ sen2x).

¥ La solucién general puede ser expresada como
y = e ¥(c1co82x + cpsen2x) = c1e”F cos2x + cre”* sen2x.

1. Podemos considerar que y; = e " cos2x & y» = e~ sen2x son funciones que forman un conjunto
fundamental de soluciones.

2. De aqui podemos decir que las raices (complejas conjugadas) del polinomio caracteristico estdn dadas
por r = —1 £ 2i, ambas de multiplicidad uno.

3. Una ecuacion caracteristica es
r=—142i =r4+1=%42i = (r+1)?>=4i? =

=24 22r+1=4(-1) = r24+2r+144=0 =
= r24+2r+5=0.

4. Por lo tanto, una posible ecuacién diferencial es y” + 2y’ + 5y = 0.
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Ejemplo 4.5.4 Determinar una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes que tenga por solu-
cion general a 'y = (c1 + cax)e™ + cze 4,

¥ La solucién general puede ser expresada como

4x

y = cre* + caxe™ + cze”

1. Podemos considerar que y; = e*,y, = xe* & y3 = e~** son funciones que forman un conjunto
fundamental de soluciones.

2. Cony; =e* = e &y, = xe* = xe’”*, podemos decir que r = 1 es una raiz de multiplicidad 2 del
polinomio caracteristico y que (r — 1) es un factor de éste.

Con y3 = e™** = ¢’* se puede afirmar que r = —4 es una raiz de multiplicidad 1 y que (r + 4) esun

factor del polinomio caracteristico.
3. Dicho polinomio puede ser escrito como
Pr)y=0—-1D*+4H=0*=2r+1)r+4) =r3+2r>=7r +4.

Una ecuacion caracteristica es
rP4+2r2—7r+4=0.

4. Una posible ecuacion diferencial es
y/// + Zy// _ 7y/ + 4y — O.
O

También se puede obtener una ecuacién diferencial a partir del conocimiento de las raices del polinomio
caracteristico, junto con sus multiplicidades.

Ejemplo 4.5.5 Obtener una ED lineal homogénea con coeficientes constantes, cuyo polinomio caracteristico tiene por
raices r = +1 & r = +i, todas de multiplicidad 1.

v

1. Por ser r = 1yr = —1 raices de multiplicidad 1, dos soluciones de la ecuacién diferencial son
y1 = e* & y, = e™*, y dos factores del polinomio caracteristico son (r — 1) y (r + 1).

Por ser r = £i = 0= 1i raices complejas conjugadas de multiplicidad 1, dos soluciones de la ecuacién
diferencial son y3 = €% cosx = cos x & y4 = e**senx = senx; ademas dos factores del polinomio
caracteristicoson (r —i) y (r +1).

2. El polinomio caracteristico es
Pr)y=@r-Dr+Dr—-r+i)=0"-D*-i>)=0>-Dr*+ D) =r"-1
Una ecuacion caracteristica es r* — 1 = 0.

3. Una posible ecuacién diferencial es

La solucién general de esta ecuacién diferencial es

y =c1e* +cpe”* + c3c08x + cqs€Nn X,
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Ejemplo 4.5.6 Determinar una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes, cuyo polinomio
caracteristico tiene las siguientes raices:

2
r = 0 de multiplicidad 3; r = 3 de multiplicidad 2; r = —; de multiplicidad 1.
\

1. Por ser r = 0 una raiz de multiplicidad 3, se tiene que tres soluciones de la ecuacién diferencial son

€% =1, xe% = x & x2¢% = x?%; y ademads un factor del polinomio caracteristico es (r — 0)> = r3.

Porserr = 3 una raiz de multiplicidad 2, se tiene que dos soluciones de la ecuacién diferencial son

2 2 2
e3”" & xe3”; y un factor del polinomio caracteristico es (r - §> o bien (3r —2)2.

Por serr = —3 una raiz de multiplicidad 1, se tiene que una solucién de la ecuacién diferencial es

3 3
e 2%; y un factor del polinomio caracteristico es (r + 5) o bien (2r + 3).

2. El polinomio caracteristico es
P(r) =r*(3r —2)2Q2r +3) = r39r? — 12r + 4)(2r + 3) = 18r5 + 3r°> — 28r* + 12r3.

Una ecuacion caracteristica es
18r% 4+ 3r° —28r* + 121 = 0.

3. Una posible ecuacién diferencial es
18y© +3y® —28y@ 112y = 0.
La solucién general de la ecuacion diferencial es

2 3
y =c1 + c2x + c3x% + (¢4 + csx)e3* + cge™2”.
O

Ejemplo 4.5.7 Determinar una ED lineal homogénea con coeficientes constantes, que tenga como solucion a la fun-
cién f(x) = x2e™*.

Y La funcién f(x) = x2e™ estd asociada con la raiz r = —1 de multiplicidad 3. Es decir, un factor del

polinomio caracteristico es
r+132=r+3r2+3r +1.

Una posible ED que tiene a este polinomio auxiliar es

"

y" +3y"+3y +y=0.
La solucién general de esta ED es
X

y =cre” " 4+ coxe ™ + c3xZe ™.

Es decir, la ED que hemos encontrado también tiene como solucién las funciones y; = e™ & y, = xe™™.
O

Ejercicios 4.5.1 Obtencién de una ecuacion diferencial. Soluciones en la pdgina 6
Obtener una ED lineal homogénea con coeficientes constantes que tenga por solucién general:

1.y =c1e™% 4 cped~ .
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2.y = (c1 +cax)e 8.
3. y = e 2*(c; cos 3x + casen3x) .

4.y =cre® + cpe™ 2 4 c3e3* .

o

y=c1+cax+e *(c3cosx +cqasenx).
6. y = cle_% + czeg + C3xe§
7.y = (c1 + c2x)cos2x + (c3 + c4x)sen2x .
8. y =c1 + cax + c3x2 + (ca + c5x + cex?)e” .
Obtener una ED lineal homogénea con coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico tenga por raices:
9. r = 2 de multiplicidad 3 & r = —3 de multiplicidad 2.
10. r = =2, r =3 & r = —4, todas de multiplicidad 1.
11. r = £3i de multiplicidad 2.
12. r = 0 de multiplicidad 2 & r = —2 de multiplicidad 3.

13. r = i & r = %1, todas de multiplicidad 2.

1 2 3
14. r = X r= 3 &r = X todas de multiplicidad 1.

15. r = =3 & 2i de multiplicidad 2.
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Ejercicios 4.5.1 Obtencion de una ecuacion diferencial. Pagina 4

® N 9N

y" 4+ y’ =30y =0.

y" + 16y’ + 64y = 0.
y"+ 4y’ +13y =0.

Y —2p" — 5y + 6y = 0.
y(4)+2y///+2y//:0.
18y —3y" — 4y’ +y =0.
y® +8y” + 16y = 0.

y(G) _ 3y(5) + 3y(4) —y"” =0.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

vy — 15y +10y” + 60y’ — 72y = 0.
y" 43y — 10y’ — 24y = 0.

y® 4+ 18y” +8ly = 0.

¥ £ 6y@ 412y 48y =0.

PO NP S—

12y" —32y" + 25y’ — 6y = 0.

y® £ 129" +62y" 4 156y 4 169y = 0.



