CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4.4.2 ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de orden n > 3

En la seccién anterior hemos obtenido las soluciones de la ED lineal homogénea con coeficientes constantes
de orden dos, es decir:
ay” + by’ +cy=0.

Las soluciones fueron determinadas proponiendo una solucién de la forma exponencial y = e"¥, con r
constante, y resolviendo luego la ecuacién caracteristica:

ar> +br+c=0.

Los tres diferentes tipos de solucién de esta ecuacién algebraica determinaron los tres diferentes tipos de
solucién general para la ecuacién diferencial.
De manera andloga se resuelve la ecuacién diferencial lineal homogénea de ordenn > 3 :

any® + an 1y 4+ a3y +azy” +ary’ +aoy =0,

donde los coeficientes a,, a,—1, -+ ,as,as, a1, ap son constantes y donde a, # 0.
Se propone que una solucién sea de la forma y = e”*, por lo tanto:

/

y:erx = y/:rerx = y/ :rzerx = y(3):r3erx = = y(n):rnerx‘
Al sustituir en la ecuacidn diferencial, se obtiene la ecuacién auxiliar o caracteristica:

anr™ + an_1r" N+ oo +asrd +axr? +air +ag = 0.
El polinomio auxiliar o caracteristico de grado n:

p(r) =a,r" + n1 "Vt asrd +ar? +agr + a

tiene n raices. Esta ultima afirmacién se sustenta en el teorema Fundamental del Algebra, en el que se
asegura que: “todo polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene exactamente n raices
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

reales o complejas, considerando sus multiplicidades”. Cada una de las raices genera una solucién de la
ecuacién diferencial.

Cuando una raiz r se repite k-veces, se dice que tiene multiplicidad &, y una raiz es de multiplicidad uno
cuando sélo aparece una vez. Asfi, la suma de las multiplicidades de las raices serd igual al grado n del
polinomio caracteristico.

Ilustramos mediante los siguientes ejemplos las relaciones entre ED lineales con coeficientes constantes, sus
polinomios caracteristicos y las multiplicidades de sus raices.

Ejemplo 4.4.1 Encuentra una ED que tenga como polinomio caracteristico

p(r) = (=120 +3)r —2)°.
¥V Las raices del polinomio p(r) son
r =1 (cuando r — 1 = 0) y, por repetirse 2 veces, tiene multiplicidad 2.
r = =3 (cuando r + 3 = 0) y tiene multiplicidad 1.
r = 2 (cuando r — 2 = 0) y, por repetirse 3 veces, tiene multiplicidad 3.

La suma de las multiplicidades en este caso es 6 = 2 + 1 + 3, que es precisamente el grado del polinomio
caracteristico

p(r) = —D2r +3)r —2)% =r5—5r° +r* +37r> —86r2 + 76r — 24.

Este polinomio es el polinomio auxiliar asociado a la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes
constantes
y© — 5y 1 y® 137y _86y” 4 76y’ — 24y = 0,

que es de orden 6.

Ejemplo 4.4.2 Encuentra una ED que tenga como polinomio caracteristico
p(r) =r3? =) + 1),
Y p(r) tiene las raices siguientes:
r = 0 (cuando r3 = 0), y tiene multiplicidad 3.
r = £1 (cuando r2 — 1 = 0), con multiplicidad 1 cada una.
r = +i (cuando r? + 1 = 0, o bien r? = —1), con multiplicidad 1 cada una.

La suma de las multiplicidades es 7, estoes, 3 + 1 + 1 4+ 1 + 1, que es precisamente el grado del polinomio
caracteristico
p(r) =2 = D2 + 1) =17 =12,

el cual es el polinomio auxiliar asociado a la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes cons-
tantes
7 3
YD @ =,

que es de orden 7.
O

El mayor problema que encontraremos al resolver la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n > 3
estd en encontrar las raices del polinomio caracteristico de grado »:

p(r) = apr™ + an1r" 4o+ aszr + axr? + arir + ao,
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ya que, en general, no se tiene una férmula para encontrar sus raices, como si se tiene para la ecuacién de
segundo grado.

Un resultado que ayuda en esta problematica es el teorema del Residuo, el cual nos permite afirmar que:
Si P(r) es un polinomio (caracteristico) y r = r; es una raiz de P(r), entonces (r —ry) es un factor de P(r).
Estoes, P(r) = (r —r1)Q(r); donde Q(r) es el polinomio que resulta de dividir P(r) entre r — r;. Es claro
que, si P(r) es de grado n, entonces Q(r) es de gradon — 1.

< . . o . . . .
En 4lgebra superior se demuestra que, sir = B es una raiz racional del polinomio

p(r) =a,r" + 1"V 4+ . 4 axr? 4+ ayr + ao,

entonces, « debe ser un divisor de ao y B debe ser un divisor del coeficiente a,. De esta manera, para un

o
polinomio como p(r) = r3 —r? 4+ r — 1, sus posibles raices racionales son de la forma r = —, donde « es un
divisor de ap = 1y B es un divisor de a3 = 1. Esto es, los posibles valores de « son £1 y de  son %1; por
ello, las posibles raices racionales del polinomio p(r) sonr = 1. Ahora bien, para determinar si alguno
de estos valores es una raiz del polinomio, se requiere saber si p(r) = 0. Mediante cdlculos numéricos
podemos ver que r = 1 es una raiz de p(r), ya que p(1) = 0.

Ejemplo 4.4.3 Encuentre las raices del polinomio P(r) = r3 —r? +r — 1.

A\
Por ser r = 1 una raiz de P(r), se puede afirmar que (r — 1) es un factor de P(r).
Realizando la divisién de polinomios

P(r) _r3—r2+r—1
r—1 r—1

’

p
encontramos que % =r2+1,porlocual P(r) = (r — 1)(r? + 1). De esto se desprende que

P’ 4r—1=0= (r-D@*+1)=0.

Por lo tanto las raices de P(r) son: r =1 & r = =+i.

Ejemplo 4.4.4 Encuentre las raices del polinomio P(r) = r3 + r? —4r — 4.

¥ Mediante cilculos numéricos podemos ver que P(r) = 0, para r = 2. Se afirma entonces que r = 2 es
una raiz de P(r), por lo cual (r — 2) es un factor de P(r).

r)
, obtenemos:
-

Realizando la division

r34r2—4r—4

2
= 3 2,
— r’+3r +

por lo que se puede afirmar que r3 + r? —4r —4 = (r —2)(r*> + 3r + 2).
Y debido a que 2 + 3r +2 = (r + 1)(r + 2), tenemos:

P 4r?—4r—4=0= (r—-2)(+ D +2) =0.

Por lo tanto las raices de P(r) son: r = —=2;r = —1;r = 2.
O

Otro resultado del dlgebra indica que todo polinomio con coeficientes reales se puede expresar como pro-
ducto de polinomios lineales y polinomios cuadraticos irreducibles (con coeficientes también reales). Di-
chos polinomios cuadraticos no pueden factorizarse mediante polinomios lineales con coeficientes reales.
En consecuencia:
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e El polinomio caracteristico P(r) de grado n > 3 puede expresarse como un producto de factores que
pueden ser lineales o bien cuadraticos irreducibles.

e Los factores lineales generan raices reales r.
e Losfactores cuadraticos irreducibles siempre generan parejas de raices complejas conjugadas r = o +i8.

Podemos entonces utilizar las soluciones obtenidas en la ED lineal homogénea de orden 2, a efecto de
construir un conjunto fundamental de soluciones de la ED lineal homogénea de orden n > 3. Tenemos:

e Sir esunaraiz real de multiplicidad &, entonces en el conjunto fundamental de soluciones se incluirdn

las soluciones

{erx’ xerx’ xzerx’ o xk—lerx}‘

e Sir = a=if es un par de soluciones complejas conjugadas de multiplicidad m, entonces en el conjunto
fundamental de soluciones se incluirdn las soluciones

{ e** cos Bx, xe® cos Bx, x%e®* cos Bx, ..., x" 'e® cos Bx } ;

{ e sen Bx, xe®* sen fx, x2e** sen fx, ..., x"'e** senBx } .

Y como en el caso de la ED lineal homogénea de orden 2, la solucién general de la ED lineal homogénea de
orden n > 3 serd una combinacién lineal de soluciones de estos tipos.

Ejemplo 4.4.5 Obtener la solucion general de la ecuacion diferencial y’" +y"” — 4y’ — 4y = 0.
¥ Proponiendo como solucién y = e"*, se obtiene la ecuacion caracteristica
PP 4r?—4r—4=0,
que, como vimos en el ejemplo 4.4.4 anterior, se puede expresar asi:
r—2)(r+ D@ +2) =0,

ecuacién que se cumple cuando:

r—2=0 ry =2;
r+1=0 = (rn=-1;
r+2=0 r3 = —2.

Tenemos entonces 3 raices reales, las que generan 3 soluciones exponenciales

2x —X 2x

yi=e7, yy=e & yz=e 7,

las cuales forman un conjunto fundamental de soluciones.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es
y =c1e® + cpe™ + ¢3¢,

donde ¢, 3 & ¢3 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.4.6 Resolver la ecuacion diferencial y® — y” + y' —y = 0.

Y Proponiendo como solucién y = e"*, se obtiene la ecuacion caracteristica
P2+ r—1=0,

que, como vimos en el ejemplo 4.4.3 anterior, se puede expresar asi:

r=D@F>+1)=0;
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ecuacién que se cumple cuando:

r—1=0 r=1 r=1;
2 = 2 = .
r +1=0 re=-1 r = =+i.
Tenemos una raiz real r; = 1, la cual genera una solucién exponencial: y; = e*.
También se tiene un par de raices complejas conjugadas r = +i = 0 £ 1i, las cuales dan origen a las
soluciones: y, = ¢®* cos Ix =cosx & y3 =e%senlx =senx.

Entonces, el conjunto fundamental de soluciones estd conformado por las funciones: e*, cos x & sen x.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial dada es

y =c1e* + cpcosx + c3senx,

con c1, ¢» & ¢3 constantes arbitrarias.

O
Ejemplo 4.4.7 Obtener la solucién general de la ED y© — 5y 4 3@ 4 37,3 _86y” 4+ 76y’ — 24y = 0.
jemp 8
¥ Proponiendo como solucién y = e"*, se obtiene la ecuacioén caracteristica
r® —5r5 4 r* 4+ 3773 - 86r% + 76r —24 =0,
que, como vimos en el ejemplo 4.4.1 anterior, se puede expresar asi:
(r—1*(r +3)(r —2)* =0,
ecuacién que se cumple cuando:
r—10%2=0 r—1=20 rp=1
r+3=0 = r+3=0 = (r=-3;
(V—Z)ZZO r—2=0 r3:2_
Que son raices reales de diversas multiplicidades.
La raiz real r; = 1 de multiplicidad 2 genera dos soluciones: y; = e* & y, = xe*.
La raiz real r, = —3 de multiplicidad 1 da origen a s6lo una solucién: y; = e3*.
La raiz real r3 = 2 de multiplicidad 3 genera tres soluciones: ys = €2, ys = xe?* & ys = x2e?*.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial dada es
y =c1e* + coxe” + cze 3 4 e + csxe® + cgxZe®™ =
=y = (c1 + c2x)e” + 373 + (¢4 + c5x + cex?)e?”.
O

Ejemplo 4.4.8 Resolver la ecuacion diferencial y” + 8y®) + 16y® = 0.
Y Proponiendo como solucién y = e"*, se obtiene la ecuacion caracteristica
r’+8r°+16r° =0,

que se puede expresar asf:
Pt +8r7+16) =0 = r’(r* +4)> =0,

ecuacién que se cumple cuando:

r3=0 N r=0 N r=0 N r=0;
(r*+42=0 r2+4=0 r?=—4 r=+2i.
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La raiz real r = 0 tiene multiplicidad 3 y genera tres soluciones:

0x 2 ,0x 2

y1 =e% = 1;y; = xe% = x & y3 = x2e% = x2.

El par de raices complejas conjugadas r = 0 £ 2i, de multiplicidad 2, generan 4 soluciones:

y4 = %% cos 2x = cos2x; y5 = % sen 2x = sen2x; ys = x cos 2x & y7 = X sen 2x.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial dada es
y=c1(1) + c2x + C3x2 + c4c0s2x + c58en2x + cgXx COS2Xx + c7x sen2x,

o bien
y = c1 + c2x + c3x% + (¢4 + cex) cos 2x + (¢s + ¢7x) sen 2x.

Ejercicios 4.4.2 ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de orden n > 3. Soluciones en la pdgina 7
Obtener la solucion general de las ED siguientes:

Loy"+7y"+10y' =0. 9. y® 4y —3y" -5y’ =2y =0.
2. 9" =2y" +y' ' =0. 10. y® —16y =0.

3. 9" =3y +3y' —1=0. 11. y® 42" +y =0.

4. y® _y7=0. 12. yD —2y® 4+,® =90,

5. 9@ 4y =0, 13. 16y® —y =0.

6. y© _y7=0. 14. y® -8y =0.

7oy 4y =2y =0. 15. y® 4+ 8y® =0.

8. ¥ +3y" +3y' +1=0. 16. y® —2y@ 4y =0.
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Ejercicios 4.4.2 ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de orden n. Pigina 6

W ® N @ e

Y =c1 + c2e” 2 4 czeX,
y =c1 + cre* + c3xe”r.
y = cre* + caxe* + czxZeX.

y =c1+cax +cze ¥ 4 cqe”.

y =c¢1+cC2Xx +¢3C08X + cqgsenx.

y=c1+cax +cze ¥ +cqe’ + c5c08x + cgsenx.

y =c1e¥ +cre ¥ cosx + cze Fsenx.
y =cre ¥ + coxe ™™ + c3xZe .

Yy =cre™* + coxe™ + c3x2e™X 4 c4e2*.

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.

¥ =c1e72* + c2%* + ¢30082x + c45en2x.
Yy = €1COSX + cp8enx + €3X COSX + C4X senx.
Yy =c1 4 cax 4+ c3x2 + cae™™ +csxe™* 4 cge +

+ c7xe*.

X _X X X
y=c1e2 +cre 2 +C3COSE +C4sen5.

y = c12* 4 e ¥[cz cos(+/3x) + 3 sen(+/3x)].
y = c1 +cax +c3x2 +c4 c0s(24/2X) + 5 sen(2+/2x).

y = €1COSX + cpsenx 4 c3xCcosx + c4x senx +

+ c5e* + cgxe® + c7e™* 4+ cgxe™*.



