CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4.4 ED lineales homogéneas con coeficientes constantes

4.4.1 ED homogéneas con coeficientes constantes de orden 2

El objetivo de esta seccién es determinar la solucién general de la ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden

ay" +by' +cy =0;
donde a # 0, b, ¢ son constantes.
Una solucién y(x) de esta ED es una funcién que satisface lo siguiente: el resultado de c-veces la funcién
y(x), mds b-veces su primera derivada y’(x), mds a-veces su segunda derivada y”(x), es igual a cero.
Para que esto suceda la funcién y(x) y sus derivadas deben tener la misma forma, lo que quiere decir que
las funciones y(x), y’(x) & y”(x) deben diferir entre ellas cuando mucho un factor constante. Una funcién
que cumple con este requisito es la funcién exponencial y = e”¥, con r constante. En efecto:

/ rx

y:erx:y/:rerx:y/:rze

Supongamos pues que las soluciones de ay” + by’ + cy = 0 son de la forma y = ¢”*, con r constante.
Ahora, y = e"* es solucién si

ay” +by' +cy=0 = ar?e™ +bre"™ +ce’* =0 =
= (ar’+br+c)e™ =0 = ar’+br+c=0,

ya que e"* > 0 para cada x € R.

Concretando: y = e"* es solucién de la ecuacién diferencial
ay”" + by +cy =0, 4.1)
siy s6lo, sir es solucién de la ecuacién algebraica

ar? +br+c=0. (4.2)
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Las soluciones de esta ecuacién cuadratica estan dadas por la conocida férmula

. —b £ V/b?%—4ac
n 2a ’

y la naturaleza de dichas soluciones depende del signo del discriminante 52 — 4ac.

A la ecuacioén algebraica (4.2) la denominamos la ecuacién caracteristica o bien la ecuacion auxiliar de la
ED (4.1). Y al polinomio p(r) = ar? + br + ¢ le llamaremos el polinomio caracteristico o bien el polinomio
auxiliar de la ecuacién diferencial.

Existen tres posibilidades para el discriminante b — 4ac. Veamos qué sucede en cada caso.

Caso 1. b%> —4ac > 0.

b2 —4dac>0 = vVb2—4aceR = r eR.

Se tienen dos soluciones reales

. —b + ~/b? — 4ac & 7 —b — V/b? —4ac
1= 2=,
2a 2a

las cuales son diferentes (r; # r3).

Conociendo estas raices del polinomio auxiliar, podemos factorizar este polinomio como sigue:
p(r)=alr —r)(r —r).

Estas raices reales diferentes generan un par de funciones exponenciales reales, que son soluciones de
la ecuacién diferencial

r=ri—yi=e*=e

F=ry—> y, =¢e ¥ =e"*,

Obtenidas éstas, debemos preguntarnos si y; = e"'* & y, = e”2* forman un conjunto fundamental de
soluciones para la ED ay” + by’ + cy = 0.

Para responder a esta cuestion calculamos el wronskiano de y; & y»:

rix rax
_ |y Y2y _ | e e
W(ylvyZ)_ I /AN rix X
1 ) rie rye
— rzer1x+r2x _ rler1x+r2x — (7'2 _ rl)e(r1+r2)x.

Debido a que eritr)x < para cada x € R y para r, —r; # 0, por ser r1 # ra, se tiene que
W(y1,y2) # 0 entodo R.

Luego, y1 = e"* & y, = €"2* forman un conjunto fundamental de soluciones, por lo que la solucién
general de la ecuacién diferencial, en este caso, es

y =c1y1 + c2y2 = c1e’ + cpe’? .
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Ejemplo 4.4.1 Obtener la solucion general de la ED
y"—=5y"+6y =0.

Y Proponiendo y = e"* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacién auxiliar r2—5r4+6=0,
cuyas soluciones son

Por lo tanto, la solucién general es

y = c1e3 + ce?”.
Es decir, la solucién general de la ED es el plano generado por las funciones y; = ¢3* & y; = ¢?*, las
cuales forman un conjunto fundamental de soluciones.

O
Caso 2. b% —4ac = 0.

— 2 _
b2 —dac=0 = Vb2 —dac=0 = r = b+b2—4dac b

2a 24

Se tiene s6lo una soluciénreal r; = — 2 de multiplicidad dos, la cual genera una funcién exponencial
a

b i o .
real y; = e"* = e72a¥, que es solucién de la ecuacién diferencial.
Conociendo esta raiz de multiplicidad 2, factorizamos el polinomio auxiliar como sigue:
_ 2
p(r) =a(r—r)”.

Por la necesidad de tener dos soluciones reales linealmente independientes de la ecuacién diferencial,
aplicamos el método de reduccién de orden para obtener otra solucién y».

b
Proponiendo y, = ue 2a™:

v, =u’e_%x+ue_%x b = u’—iu e‘%x'
2 2a 2a ’
b _b b _b b
ot = (g e (- ) e () =

2

b b b b b b2 b
" / / — X __ " i - X
—(” “2a" T 24" +472”>e 2“ —(” ~ +_4a2u>e e

Ahora bien, y; es solucionde ay” + by’ +cy = 0, si

ay, + by, +cy =0 =

" b / b2 —LX / b —Lx —Lx
=alu’——-u +Fu e 2a” +b W — o e 2a” +cue 2a° =0 =
a a a

" ’ b2 I b2 —Lx_ " b2 b2 _
= (au” —bu +4—u+bu—2—u+cu e 20" =0=>au"vu|({———+c|=0=
a a

4a 2a
b?—2b%+ 4 —b% + 4 b?—4
J)u:O Soau’+ N 0 - T 0 o
da 4a 4a
=au”"=0,yaqueb* —dac=0 = u”" =0,yaquea #0.

=au” + (

Perou” =0 = u’ =c¢; = u = c1x + ¢, con ¢; & ¢, constantes.
De esta familia de funciones elegimos una funcién:

c1=1&c;=0 = u =x.
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Entonces podemos tomar para la segunda solucién:

Y2 =ue 2a* = xe 2a”,

Y debido a que la solucién y, = uy; forma con y; un conjunto fundamental de soluciones, se puede
afirmar que la solucién general de la ecuacién diferencial es

b
y=c1y1 +c2ys =cre"* 4+ coxe”™ = (¢1 + cax)e”™ ,conr = ~5

Ejemplo 4.4.2 Obtener la solucion general de la ED
4y" —12y" 4+ 9y = 0.
¥ Proponiendo y = e"* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacion caracteristica
4r2 —12r +9 =0,

de donde resulta:

12+0 3 3.
r=— :>r=§:>y1=€2.

3
Entonces, otra solucién es y, = xe2”. Por lo tanto, la solucién general es
3)C é)C 3)C

y=c1e2” +cyxe2” = y =(c1+cax)e2".

Caso 3. h%2 —4ac < 0.
b? —4ac <0 = Vb2 —4ac¢R = r ¢ R.

Ahora, las soluciones no son reales, sino que son ntimeros complejos dados de la siguiente manera

b? —4dac <0 = —(b? —4ac) =4ac —b* >0 = Vdac—b2eR =
—b £ Vb2 —4ac  —b+/(=1)(4ac—b?) —b+ V—1v4ac—b? N
= o =

2a 2a
b dac — b2
5= /I T g1,
2a 2a
b V4ac — b?
dondeocz—z— eR,i=vV-1&8 = #ER.
a

Se tienen dos soluciones complejas:
rn=a+if & r=aoa—Iip.
Conociendo estas raices complejas del polinomio auxiliar, podemos factorizar este polinomio como
sigue:
p(r) =a(r —ri)(r —r).

Estas raices generan un par de funciones exponenciales complejas, que son soluciones de la ecuacién
diferencial
r=r yi = eT1x = e(ot+lﬁ)x‘

r=ry —> yp = "% = @IAx,
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A partir de este par de funciones complejas, generamos un par de soluciones reales. Para ello se utiliza
la férmula de Euler, la cual asegura que para 0 € R,

e'% = cosf +isenb.

Considerando esta férmula y las identidades
cos(—0) =cosf & sen(—0) = —sen¥.

se obtiene que
e = ¢! = cos(—0) + i sen(—0) = cos § — i sen 6.
Es decir, .
e = cosf —isen.

Utilizando estas férmulas para ¢’? & e =% con § = Bx, se tiene que

yi = e(ot+iﬁ)x — eotx+iﬁx — eotxeiﬁx — eax(COS,BX 4 sen,Bx);

— p@=iB)x _ ,ax—ifx ax —ifx

y2 =e%e = ¢**(cos Bx — i sen Bx).
Y debido a que y; & y» son soluciones de la ecuacién diferencial ay” + by’ + ¢y = 0, también lo son

Y1+ y2 = e**(2cos Bx + 0) = 2¢** cos Bx;
y1— y2 = e**(0 + 2i sen Bx) = 2ie** sen Bx.

Asi también, son soluciones de la misma ecuacién diferencial las siguientes funciones:

1

¢1 = E(yl + y2) = e** cos Bx;
1

P2 = f(yl — y2) = e** sen fx.

Estas son funciones reales y constituyen una pareja de soluciones para la ED.

(Forman ¢ = e**cosBx & ¢ = e* senfx un conjunto fundamental de soluciones para la
ecuacién diferencial ay” + by’ + cy = 0?

Para responder esto calculamos el wronskiano de ¢ & ¢»:

Wig1. o) = zi, Z = $10) — o] =

= ¢%*(cos Bx)[ae* sen Bx + Be®* cos Bx] — e** (sen Bx)[ae® cos Bx — fe** sen fx] =

= ¢2%* [ cos Bx sen Bx + B cos 2fx —a sen Bx cos fx + B sen 2fx] =

= e>*[B(cos *Bx + sen *fx)] = fe**
2
W(p1,¢p2) = Be®** ,donde B = % # 0.

Entonces, para cada x € R,
W(¢1v ¢2) = ﬂemx 7é O’

por lo cual se puede afirmar que las funciones reales ¢; = e“* cos fx & ¢, = e** sen fx forman un
conjunto fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial.

Por lo tanto, la solucién general de ay” + by’ + ¢y = 0, en este caso, es
y = c1¢1 + capp = c1e** cos Bx + cre* senBx = y = e“*(c1 cos Bx + ¢z sen Bx);

donde o, 8 son la parte real e imaginaria de las raices r = o £ if.
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Ejemplo 4.4.3 Obtener la solucion general de la ecuacion diferencial
y" + 4y +13y = 0.
Y Proponiendo y = e"* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacién auxiliar:
r*4+4r 413 =0,

cuyas soluciones son
—4 £ /=36
y =

3 = —2 =+ 3i (raices complejas) .

Entonces, la solucién general es
y = e 2*(cq cos 3x + ¢ sen 3x).

O

Observe que la ecuacion caracteristica ar? + br + ¢ = 0,delaED ay” + by’ + cy = 0, se obtiene asociando
las derivadas y™ con la potencias " en la forma

y(") — r",

Como y© = y, asociamos

y(o)zy—>1=r0.

Ejemplo 4.4.4 Obtener la solucién general de la ecuacion diferencial
—2y" =3y’ 42y =0.
¥ Proponiendo y = e"* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacion caracteristica
—2r? =3r +2=0,

cuyas soluciones son
r=-2 y1 = e—2x.
=

3+£5 :
= — = 1
—4 r2:§ yzzez_

r

Entonces, la solucién general de la ED es

1
y =cre 2 + cpe2”.

Ejemplo 4.4.5 Obtener la solucién general de la ecuacion diferencial
y'+2y" +y=0.
¥ Proponiendo y = e”* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacién auxiliar
rr4+2r+1=0,

cuyas soluciones son
—-2+£0

r =

2

Entonces, la raiz —1 es de multiplicidad 2; necesitamos otra solucién: ésta es y, = xe™".
Por lo tanto, la solucién general de la ED es

X

=>r=rn=—-1= y=¢".

y=cire *+caxe ™ = y=1(c1 +cax)e .
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Ejemplo 4.4.6 Obtener la solucién general de la ecuacion diferencial
y'+y' +y=0.

Y Proponiendo y = e”* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacion caracteristica

r24+r+1=0,
cuyas soluciones son
—1++/-3 1 V3., . .
r=——>—=-3 + - (raices complejas) .

Entonces la solucion general de la ED es

1, V3 V3
y=e 2 61C037x+czsen7x .

Ejemplo 4.4.7 Obtener la solucién general de la ecuacion diferencial
y"+4y =0.
Y Proponiendo y = e, se obtiene la ecuacién auxiliar
r24+4=0,

cuyas soluciones son
r = £+—4 =0 % 2i (raices complejas) .

Entonces la solucién general es

y = e%(c1 cos2x + cysen2x) = y = c1 cos2x + ¢ sen2x.

Ejemplo 4.4.8 Obtener la solucién general del PVI:
4 / 2
9" —y=0,cony0) =1 & y(O)zg.

Y Proponiendo y = e"* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacion caracteristica

9r2 -1 =0,
cuyas soluciones son
1 1
1 n=z =e3%;
r=+- = 3 = N
3 1 _1.
ry = —g y2 =e 37,

Entonces, la solucién general de la ED es

—

1
y =c1e3” + cre 3%,
Derivando esta solucién general, se obtiene

;11 1

X X
y =§cle3 —gcze 37,
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Usando las condiciones iniciales
y(O0) =c14+c2=1;
2

1 1
i
O__ - _ = —.
Y()—301 362—3

La solucién del sistema anterior, de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, es
3 1
c1== & (p=—.
) 2T
Por lo tanto, la solucién del PVI, es la funcién
3 3
= —e3" — —¢ .
Y=3
Ejemplo 4.4.9 Obtener la solucion general de la ecuacion diferencial
y"=5y" =0.
¥ Proponiendo y = e"* como solucién de la ED, se obtiene la ecuacién auxiliar
r2—5r = 0,
cuyas soluciones son
rn=0 yp=e " =1;

=
rp =5 y2=e

Entonces la solucion general de la ED es
y =c1 + e,

Ejemplo 4.4.10 Obtener la solucion general de la ecuacién diferencial
y" +w?y =0, conw constante.
Y Proponiendo y = e"¥, se obtiene la ecuacién caracteristica
r? 4+ w? = 0,

cuyas soluciones son
r=+v—-w? = zxwi = 0=+ wi (raices complejas) .

Por lo tanto la solucién general es

y = eox(cl Senwx + c3 COSWX) = y = c1Senwx + ¢, COS WX.

La solucién general del ejemplo anterior puede expresarse ast:
y = Asen(wx + ¢), con A & ¢ constantes .

Para obtener la tltima expresion se efecttia el desarrollo siguiente:
Se tiene:
y =c1senwx + ¢ COSwx.
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Se quiere:

y = Asen(wx + ¢) = A(senwx cos¢ + sen ¢ cos wx) =
= (Acos¢)senwx + (Asen¢)coswx.

Igualando la expresiéon que se quiere con la que se tiene se llega a:
(Acos¢)sen wx + (Asen¢) coswx = ¢y Senwx + ¢ COS WX.

Igualdad que se cumple si
Acos¢ = cy A% cos® ¢ = c¥;

Asen¢g = c; A%?sen?¢p = c2.

Sumando las tltimas igualdades:

A%*(cos?p +sen’p) =ci+c2 = A2 =c?+c2 = A= /I + 3

. C1 C1
De A cos ¢ = ¢y, se tiene: COSp = — = ———.
2 2
16‘1 \/clc+ 3
. 2 2
De Asen¢ = c,, se tiene: seng = — =

T
Resumiendo, la solucién general de la ED
v +w?y =0
es
y =c1senwx + ¢ COSwx.

Que puede expresarse como
y = Asen(wx + ¢).

Donde
A=/c? + 3.
c
cos¢ = ﬁ
ver+¢;
c
seng = 2

NZEY S
A es denominada amplitud y ¢ es denominado angulo de fase.

Ejercicios 4.4.1 ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de orden 2. Soluciones en la pagina 11
Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes.

1. y"=5y"+6y=0. 8. y"—=2y"+2y=0.

2.y"+y=0. 9. y"+4y'+5y=0.

3. 4y" =4y’ +y=0. 10. y”/—y=0.

49" 4+2y" =3y =0. Resolver los siguientes PV1.

5 4y"+y=0. 11. y”" 4+ 16y =0, con y(0) =2 & y'(0) = 2.

6. 99" —6y'+y=0. 12. y" 4y’ =2y =0, cony(0) =0& y'(0) = 1.
7.6y"—y'—y=0. 13. y"—6y’"+9y =0, cony(0) =0&y’(0) =2.
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14. y" 44y’ +5y =0, con y(0) = 1& y’(0) =0. 15. y" 44y’ +3y =0, con y(0) =2& y’'(0) =0.
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Ejercicios 4.4.1 ED lineales homogéneas con coeficientes constantes de orden 2. Pigina 9

1. y = c1e?* 4 cpe?*. 9. y =e 2X(c1 cosx + casenx).
2. y =c1CO8X + cpsenx. 10. y = c1e* +cae™™.
X
= 2 1
3.y = (a1 caxjez. 11. y = 2cos4x — = sen4x.
4.y =cre 3% 4 cpe¥. 2
5.y =c1c0s = +cpsen = 12 _l(x —2x)
Sry=a > 2 o .y—3e e .
x
6. y=(c1+c2x)es. 13. y = 2xe3*.
7.y = cle_% + cze%. 14. y = e72X(cos x + 2senx).
8. y =e*(c1cosx + cpsenx). 15. y =3e™* —e73%,



