CAPITULO

2

Métodos de soluciéon de ED de primer orden

2.10 Sobre funciones de dos variables

2.10.1 Definiciones bésicas

Una funcién real de dos variables reales es una regla de correspondencia f que a cada pareja de niimeros
reales (x, y) en un conjunto D ¢ del plano, llamado el dominio de f, le asocia un tinico ntimero real z. Aqui
z es la imagen de (x, y) bajo la accién de f y es denotado por z = f(x, y).

En este caso, el dominio de la funcién f es
Df={(xy) eR*|z=f(x.y) eR},
y el rango de la funcién f es
Ry={zeR|z= f(x,y)paraalgtn (x,y) € Dy }.

Observacién. El dominio D s es un subconjunto del plano cartesiano xy, esto es, Dy C R? y el rango R
estd contenido en R, es decir, Ry C R.

En consecuencia, la gréfica G s de la funcién f estd contenida en el espacio tridimensional R?, ya que

Gf={(x,y,z)e]R3|(x,y)eDf&z=f(x,y)€]R}.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

[x,y, f(x, )]

z=flxy)

Es importante resaltar que, si se tiene una funcién definida mediante la férmula z = f(x, y), entonces
f(a, b) se obtiene utilizando a en vez de x; y utilizando b en vez de y en dicha férmula.

Ejemplo 2.10.1 Sea la funcion f(x,y) = x? — y2. Obtener:

1. Su dominio. 5 fla+1,a—1). 9. f(l’X).
x

2. f(2.3). 6. f(2a,3a).
3 f(=4.D) 7. £Gx,3y).

2 0. (21
“f(13) 8. f(yx,1y). AT

A\
1. Sudominio Dy = R?, yaque x> — y? e Rparacadax € R &y € R, esto es, para cada (x, y) € R%
2. f(2,3)=22-3=4-9=_5,
3. f(—4, 1) = (—4>—12=16—1 = 15.
2

2 2 4 5

4- - = 12— — = 1— - = —,
(13)=r-() =153

5 fa+l,a—1) =@+ 1) —@—1>%=@>+2a+1)—(@*>-2a+1)=4a.
6. f(2a,3a) = (2a)?® — (3a)?® = 4a® — 9a* = —5a>.
7. fBx.3y) = (3x)% — (3y)? = 9x? — 9y? = 9(x? — y?) = 9f (x, y).
8. flx.ty) = (1x)* — (1y)? = 12x% =12y = 2(x? = y) = 2 f (x. y).

UADERTSINEACINE SO, b S |
9. f(l, x) =1 (x) = 1= = = S ).

2 2 2_ 2
X X X xX“—y 1
10. —1)=(-) —-1?==—-1= = — , V).
f(y ) (y) y? y? yzf()C Y



2.10 Sobre funciones de dos variables

Ejemplo 2.10.2 Sea la funcién g(x,y) =
y

. Su dominio.

)

. g(1,3).

(31
g2,2

2
Xt y. Obtener:
—2x

4. gl —a,a+1
5. g(3a,2a).
6. g(tx,ty).

7. g( y).

1, =
X

X
8. _71 .
g(y )

9. g(x,c).

10. g(c, ).

. Su dominio es todo el plano xy excepto la recta y = 2x, es decir:

Dg:RZ—{(x,y)eRzly—szO}:RZ—{(x,y)€R2’y=2x}.

1+23)  1+6 7

80 =35 T35 T
1

2 2

S =7

()2

1) 1—-a+2a+2 a+3

-+
Ce(l—aat1) = (1—a)+2@@+

' ¢(3a.2a) = (3a) +2(2a) _ 3a +

@a+1)—2(1—-a) a+1-2+2a 3a-1

4a 7

_

(2a) —2(3a)  2a-—

(tx) +2@y) _ k(x+2y)  x+2y

6a —4d 4

. gtx,ty) =

Y

0,

x+2y

1+2( 7

(ty) —2(tx)  k(y —2x) y-—2x

_x+2y

=g(x,y).

g(l, ):

X

x+2y

o
y

Y oy Yo
X

I g(x.y).

x+2y

y—2x

Y

- X
1—2(
y

)

x+2

glx,c) =

C— 22X

10.

7
c

Ejemplo 2.10.3 Sea la funcion h(x,y) =
1. Su dominio.
2. h(0,0).

3. h(=3,0).

= g(x,y).

y—2x

c .
5, duees funcién de x para ¢ constante.

c+2 .
gle,y) = _2y que es funcién de y para c constante.
y —

\/25 — x2 — y2. Obtener:

4. h(0,4). 7. h(2a,3a).
5. h(3,-4).
6. h(-1,2). 8. h(tx,ty).
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9. h(1.2). 10 h(%’l) 11. h(x,c).
12. h(c,y).

1. Su dominio es el interior y frontera del circulo de radio 5 y centro en el origen

Dp={(x.y) eR?[25—x—y> >0} ={(x,y) eR?|x?+)*> <5 }.

2. h(0,0) =+/25-02-02 = /25=5.
3. h(=3,0) = /25— (-3)2 - 02 =+/25-9= /16 =4.

4. h(0,4) =/25—-02—-42=/25-16 =9 =3.

5. h(3,—4) = \/25-32— (=42 =/25-9—-16=/0=0.

6. h(—=1,2) = /25— (—1)2 =22 = /25— 1 —4 = /20 = 2./5.

7. h(2a,3a) = /25— (2a)? — (3a)? = V25— 4a? — 9a% = /25— 13a2.

8. h(tx,ty) = /25— (tx)2 — (ty)? = /25— 12x2 —12y2 = /25— 12(x2 + y2).
y 7\2 \/ »? \/24x2—y2
(1. 2) =512 (2) = foa -l = /2
9 h( ,x) \/25 1 (x) 24— =
X X 2 2 24 2 2
10. h(—,l): 25_(—) —12 = 24_x_: u.
y y y2 y2

11. h(x,c) = V25— x2 — 2 = ¢(x), para c constante.
12. h(c,y) = /25— c? — y2 = ¢(y), para c¢ constante.

Ejercicios 2.10.1 Definiciones bdsicas. Soluciones en la pdgina 16

1. Parala funcién f(x, y) = x3 + 2xy? — y3, obtener:

a f2.3). (1 1) ho37(12).
. f(=1,1). X
9 - J— 1
. £(1,0). 1'f(’)'
c. fla,a). 7.0 Y
X
o X .. 3 BE) 1).
d. f(tx,tx). g. f(l,x). ]y (y
/x2 2
2. Para la funcién g(x, y) = u, obtener:
X
a. g(3,—4). c. gtx,tx). e. g(l,z),x > 0.
b. g(4,-3). d. g(1,q). *
y/x
3. Para la funcién h(x, y) = %, obtener:

_er’/x



2.10 Sobre funciones de dos variables 5

a. h(1,0). c. h(-1,0). e. htx,ty).
b. h(a,a). d. h(y, x).
4. Para la funcién ¢(t,u) = ?(Inu —Int), obtener:
a. ¢(1,1). c. ¢(rt,ru). e. ¢(£’ 1)'
b. ¢(a,a). d. ¢(1,3). "
t
3 X2 42
5. Para la funcién f(x,y) = e— obtener:
a. f2.1). d. f(1,a). g. f(l’f)-
b. f(a,—a). e. f(a,l). ¥
c. f(tx,ty). f. f(ty,tx). h. f(;’l)'

2.10.2 Derivadas parciales

En el curso de Calculo de una Variable, la derivada de una funcién u = ¢ (¢) se definié de la siguiente forma:

iy e PR () 9+ AL) — (1)
#0 = jim SR = i SR,

cuando el limite existe.
Recordemos que para calcular este limite:

Primero se incrementa la variable independiente ¢ en una cantidad 7 = At.

A continuacién se obtiene el incremento de la variable dependiente v mediante

Au=¢(t + At)—¢(1).
. . . Au
Luego se obtiene la razén de incrementos S

Au . . . .
Finalmente se calcula Alimo x (cuando el limite existe), que es precisamente la derivada ¢’(¢) deno-
t—>

1A d¢ —_ d_u —_ / —_ /
tada también por T T o'(t) =u'(1).

En una funcién de dos variables z = f(x, y) se define la derivada de manera anéloga:

e La derivada parcial de f con respecto a x:

_ 14 f(x+h’y)_f(xvy)
fx = Jim, h ‘

e La derivada parcial de f con respecto a y:

YR — S,
fy:}g%f(xy+lz fy)
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Otras notaciones para estas derivadas parciales son

af 0z
fx—a—a & fy

Interpretamos estas definiciones diciendo lo siguiente:

_of _ 9z
oy dy’

1. Enla derivada parcial de f* con respecto a x se incrementa en / solamente a la variable independiente
X para luego obtener el incremento de la variable dependiente z mediante Az = f(x +h, y) — f(x,y)
y finalmente calcular (cuando el limite existe):

Az fxthy) = flxy)
Iim — = lim =
h—0 h h—0 h

Jx

Notamos que la variable independiente y se mantiene fija. La variable y no es incrementada.

2. En la derivada parcial de f con respecto a y se incrementa en 4 solamente a la variable independiente
¥ para luego obtener el incremento de la variable dependiente z mediante Az = f(x,y +h) — f(x,y)
y finalmente calcular (cuando el limite existe):

i 22 _ oy L&Y D~ fOy)
=0 h k>0 h

= fy.
Observacion. La variable independiente x se mantiene fija. La variable x no es incrementada.
Podemos concluir que:

1. Al calcular la derivada parcial fx, de f con respecto a x, la variable y se considera como constante.

2. Al calcular la derivada parcial fy, de f conrespecto a y, la variable x se considera como constante.

Ejemplo 2.10.4 Calcular las derivadas parciales de la funcién f(x,y) = 2x°> —3x3y? + 4y3 — 5.
\/

0
fr = i(Zx5 —3x3y? +4y* —5) = ZE(xS) - 3yzi(x3) + =4 =35 =
x 0x 0x 0x
=2(5x*) = 3y2(3x%) 4+ 0 = 10x* — 9x2y? .

3 5 3.2 3 3 5 33 2 3 3 3
— - 493 —5) = —(2x°) = 3x3— 4— —(=5) =
Sy 3y(2x 3x7y* + 4y’ =5) 3y(X) 3x 3y(y ) + 3y(y )+3y( 5)

=0-3x3Q2y) +4(3y?) — 0= —6x3y + 12y2.
Ejemplo 2.10.5 Calcular las derivadas parciales de la funcién g(x, y) = x?y3e*”.

v
_3 2.3 xy\ __ 2.3 Bxy xy3 2.3\
gx—gx(xye )—(xy)ae +e 3x(xy)—

= x2y3exyi(x)’) + exyy3i(x2) =
ox ox

=x2p%ey -1+ ey’ 2x = e (Pyt 4 2xp%).
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_i 2.3 XY\ —_ (+2.,3 ixy xyi 2.3\
gy—ay(xye )= (x"y7) oy t+e ay(xy)—
d d
= x2y3exy_(x)’) + exyxz_(y3) =
ay ay

=x2p3ex 14 ex?3y% = ™ (x3y3 + 3x2)?).

2_ .2 10
Ejemplo 2.10.6 Calcular las derivadas parciales de la funcién w(t, u) = (%) .
t“+u

v

() () () -
ot 0t \ 12 4 y2 12+ u2 At \ 12 + u2

0 0
24,2 22V (42 2 24,2
9 (¢ +u)at(t u®) —(t u)at(t +u)_

— 10 t2 M2 .
12 +u? (2 + u?)?

o2 T+ u?)Qi—0)— (2 —u?)Qi +0) _
12 +u? (1% +u?)?

_of 2-¥ P23 420 =203 4 20

a 2 +u2 (12 + u2)?

_qof P P A 40l —u?)

B 12 + u? (2 4+u2)?2 (12 +u)ll

dw _ i(rz—uz)“’_ 10(z2_u2)1°‘1_3(¢2_uz) ~
ou  ou \ (2 4 y2 12 4 y2 ou\ 72 + u2

9 (12 + uz)i(t2 —u?)— (%2 - uz)i(t2 +u?)
. Ju u -

= 1()(t2 —u ) =
12 +u? (> +u?)?
_ 10(9 - u2)9 (@ 4 u)(0—2u) — (> —u?)(0 +2u) _
12 +u? (1% +u?)?
_ 10(t2 — u2)9 . —20%u — 2u? — 20%u + 2u®
2 @ +12)
_ 10(z2 —u? )9 C—Au —40%u(? —u?)°
2 +u2 (t2 + u?)? (2 + u?)!

Ejercicios 2.10.2 Derivadas parciales. Soluciones en la pdgina 16
Calcular las derivadas parciales de las funciones siguientes:

t2y3

1. f(x,y) =3x* —4x?y? —5y* + 6. 4. w = t2ude
2. g(x,y) =e*seny —e” cos x.
X33

PR 5. h(x,y) = x tan(x? + y?) — y sec(x? + y?).

3.z =
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2.10.3 Diferencial exacta o total

e Se define la diferencial exacta o total de una funciéon z = f(x, y) como

dfzydx+%dy,
ax ay
o bien 5 5
z z

Ejemplo 2.10.7 Obtener la diferencial exacta o total de la funcién f(x,y) = e*” 2,

V¥ Laderivada parcial de fcon respecto a x es

3 3 2 2 3 2 2
fx= % = (@) = e ) = ey L= e

La derivada parcial de fcon respectoa y es

) 0 0

Iy = % N @Wz) = exyzg(xyz) = x 2y = 2xye™”.
La diferencial exacta o total de f es
a 0
df = A dx + o dy = yzexy2 dx + 2xyexy2 dy.
ax ay
O
t
Ejemplo 2.10.8 Obtener la diferencial exacta de la funcién g(t,u) = sen v
¥V Laderivada parcial de g con respecto a ¢ es
g d t t\ 0/t ty 1 1 t
& = i 5(5&1;) = (cos ;)5<;) = (cos ;) vl 1= ;cos;.
La derivada parcial de g con respecto a u es
dg 0 t ty d /t t d t N t
gu—a—u—a—u<sen;)—(COS;)a—u<;)—<COS;)'t'a—uu —(COS;)'I'(—M )— u—ZCOS;.
La diferencial exacta o total de g es
1 t t t 1 t
dg =g dt + gudu = ;cos;dt— u—zcos;du = u—2<cos;)(udt —tdu).
O

Ejemplo 2.10.9 Obtener la diferencial exacta de la funcién z = e* cos y + e” tan x.

V¥ Laderivada parcial de z con respecto a x es

_32

0 0 0
=5 = a—(ex cosy + e’ tanx) = cos y - —e* 4+ ¥ - —tanx = (cos y)e* + e” sec’> x =
X X

ox ox

Zx
=e*cosy + e’ sec?x.
La derivada parcial de z con respecto a y es

_32

0 0 0
zy = W = g(ex cosy + e’ tanx) = e*—cosy + (tanx)gey =

dy

=e*(—seny) + (tanx)e” = —e*seny + e’ tanx.
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La diferencial exacta o total de z es

dz = g—zdx + g—zdy = (e* cosy + e” sec?x)dx + (—e“seny + e’ tanx)dy .
X y

Ejercicios 2.10.3 Diferencial total. Soluciones en la pagina 17
Obtener la diferencial exacta o total de cada una de las siguientes funciones:

1. f(x,y) = ysenx — xcos y. 4.y = ud = 2uw + 3uw? — 4w?.
2. g(x,y) = xy tan(xy).
3. z:XlnX. 5. ¢(x,u) = Vu? — x2.

X x

2104 Derivaciéon implicita

Con frecuencia consideramos que una funcién de dos variables z = F(x, y) puede utilizarse, cuando se
considera una curva de nivel F(x, y) = C, para definir implicitamente a una de las variables, por ejemplo
d .
v, en funcién de la otra x. Calcular la derivada d_y se lograba en el curso de Calculo de una Variable
X

mediante la derivacion implicita. En esta seccién veremos una forma alternativa.
Ejemplo 2.10.10 Sea la funcion F(x,y) = 2x%y — xy>.
¥ Podemos hacer los siguientes calculos:

1. Notemos que

9
Fy = g(szy —xy*) =2yQx)—y*(1) =4xy — »°
yque

0
Fy = 3;@x%y =2y = 26%(1) = x(3y?) = 267 = 3y”,

2. Si consideramos la ecuacién 2x?y — xy* = 7 como un lugar geométrico en el plano donde cada punto
del mismo define localmente una funcién y = f(x), podemos entonces derivar implicitamente con
dy
t d j :
respecto a x y despejar
d d d d d d d
Loy v = L7 2L Lo x L0 v L =L) =
&y ) =) = () +y o230 —x o2 (67) =y () = 2 (7)

d d
+ 4xy — 3xy2ﬁ -3 =0= @2x*- 3xy2)ﬁ

dy
= 2x2=

dx
dy —4xy+y>  4xy—)3
dx  2x2—3xy%2  2x2-—3xy?’

=—dxy +y* =

Por lo anterior, vemos que
dy  Fx
dx  Fy’
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En general, podemos afirmar que:

e Silaecuacién F(x, y) = C define a y implicitamente como una funcién de x, entonces:

dy Fy .
= — =——, F, #0.
y I ) siempre que Fy #

Recordemos que esta ED proporciona la pendiente de la recta tangente, en (x¢, y¢), a la gréfica de una
funcién definida implicitamente que pasa por el punto (xg, yo).

Ejemplo 2.10.11 Encontrar una ecuacion diferencial a la cual satisfacen las circunferencias x> + y* = r?, es decir,
de radio r con centro en el origen.

Y Yaque x2 + y? = r?, entonces x? + y? — r2 = 0; en este caso F(x,y) = x2 + y? — r? (con r constante).
De aqui que

dy F, Ix X
i g g dx Fy Zy y

La ecuacion diferencial solicitada es

O

Ejemplo 2.10.12 Encontrar una ecuacion diferencial que las pardbolas con vértice en el origen, y = cx?, satisfagan.

Y Yaquey= ¢x2, entonces % = c; en este caso F(x,y) = L.
X

32
2y
2% 2y 1 Fy A 2y
Fr=y|l-F5)=-= & F=— =y =-7>FT=-2 ="
} ( x%) x3 S g Fy 1 X
1
La ecuacién diferencial solicitada es
y =2
x
O
Ejercicios 2.10.4 Derivacion implicita. Soluciones en la pdagina 17
Obtener d_y de las siguientes ecuaciones:
x
1,f_xy2+3:o, 3.3x—y+Ce™ =0.
y

4. xIny = xy? + e?.

2. 5x2y +Inx = 0. 5. senx — 3y + 2xy = 0.

2.10.5 Derivadas parciales de orden superior

Al calcular las derivadas parciales de una funcién z = f(x, y), se obtienen nuevas funciones que, en gene-
ral, también dependen de x & y. Estoes fx = g(x,y) & f, = h(x,y).

A estas nuevas funciones se les denomina primeras derivadas parciales de la funcién z = f(x, y).

Al derivar parcialmente estas nuevas funciones, se obtienen las segundas derivadas parciales de la funcién
z = f(x, y), las cuales son las siguientes:



2.10 Sobre funciones de dos variables

1. Derivando con respecto a x la funcién g(x, y) = f:

2f 9%z

0 0
gg(x,y) = gfx = fax = X2 a2’
que es la segunda derivada parcial de f, con respecto a x dos veces.
2. Derivando con respecto a y la funcién g(x, y) = fx:

3 9 R 9z
@g(‘x’ y) - @fx - fxy - ayax - ayax b

que es la segunda derivada parcial de f, primero con respecto a x, luego con respecto a y.

3. Derivando con respecto a x la funcién i(x, y) = fy:

9 9 2f 9z
—h = — = x == s
dx (x. ) 0x Sy=1Iy d0xdy  0xdy

que es la segunda derivada parcial de f, primero con respecto a y; luego con respecto a x.

4. Derivando con respecto a y la funcion A(x, y) = f,:

0 0 2f 9%z
—h = —f, = R
ay ('x’ Y) ayfy fyy ayz ayz ’

que es la segunda derivada parcial de f, con respecto a y dos veces.
e Alas parciales fr, & f)x seles conoce como segundas derivadas parciales mixtas.

Ejemplo 2.10.13 Calcular las sequndas derivadas parciales de la funcién f(x,y) = 3x* — 5x2y? + 6y*.

v

0
fe = 5(3)64 —5x2y% 4+ 6y*) = 3(4x3) — 5%(2x) + 0 = 12x3 — 10xy2.

d
fy= $(3x4 —5x2y2 + 6y%) = 0— 5x2(2y) + 6(4y3) = —10x2y + 24y3.

fex = aifx = ai(lbc3 —10xy?) = 12(3x2) — 10y2(1) = 36x2 — 10y2.
x x
0 0 3 5

Sy = @fx = @(12)6 —10xy*) = 0—10x(2y) = —20xy.

fox = %fy = %(—szy + 24y%) = —10y(2x) + 0 = —20xy.

0

3
fyy = gfy = 5(—10ny +24y3) = —10x2(1) + 24(3y?) = —10x2 + 72)2.

Observe que fxy, = —20xy = f),. Las segundas derivadas parciales mixtas son iguales.
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Ejemplo 2.10.14 Calcular las segundas derivadas parciales de la funcién z = e™.

A\
0z 0 0
_— = — Xy = Xy = Xy . 1 = Xy.
ox  oxC T ox (xy) =Py e
8_2 = iexy = exy 9 (xy) =ex-1=xe¥.
dy  dy
02z d [0z 0 0
—_—=—— )= — XYY = y—eXY = Xy — y2pXY
2 = x (ax) o (ye*) el y(ey) = y%e
0z —(y 7y = yiexy + exygy =y(ex)+ e -1 =xye™” + e =e(xy +1).
ayax ay ay
0%z 0 0
= —(xexy) =x—eP +eV —x=x(Ey)+e? -1 =xye™ + e = (xy+1).
axay ax ax
2z 0 [0z . . .
o " @(@) =gy = = e
2z 2z
Observamos que =eV(xy+1)= . Las segundas derivadas parciales mixtas son iguales.

dyadx dxady

e Bajo condiciones de continuidad, las segundas derivadas parciales mixtas son iguales. Esto es, si las
funciones f, fx, fy,fxy & fyx soncontinuas en cierta regién, entonces fx, = fyx.

Ejercicios 2.10.5 Derivadas parciales de orden superior. Soluciones en la pdgina 17
Calcular las sequndas derivadas parciales y verificar la igualdad de las parciales mixtas para las funciones siguientes:

1. f(x,y) = x*—2x2y% + y4, 4. z(x,y) = 2x —3y)°.
2. g(x,y) = e*cos(y) + e” sen(x).
3. h(x,y) = sen(xy). 5. wu,y) = cos(3u + 2y).

2.10.6 Integracién parcial

d
1. Recordemos que, para la integral indefinida de funciones de una variable, si N f@t) =g()ysiC es

cualquier constante, entonces:
d
E[f(t) +C]=g() asique /g(t)dt = f(@t)+C.

Donde C es la constante de integracién.

Ahora bien, con funciones de dos variables x & y, tenemos lo siguiente:

2. Si ai f(x,y) =g(x,y) & h(y) es una funcién que depende solamente de y, entonces:
x

d d d
a—[f(x, V+HhW] = —f(x.y)+—h(y) =gkx,y) +0=g(x,y).
X 0x 0x
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Por lo que, integrando parcialmente con respecto a x:

[ steyds = e+,
donde /(y) desempenia el papel de constante de integracién.

0
3. De manera anéloga, si P f(x,y) = ¢(x,y) & n(x) es cualquier funcién que depende solamente de x,
y

entonces:

d d d
3—[f(x, ) +nx)] = 3—f(x, y) + a—n(X) =¢(x,y) +0=0¢(x,y).
y y y

Por lo que, integrando parcialmente con respecto a y:

y
/ $(x. ) dy = f(x.y) +n(x).

donde 7(x) es ahora la constante de integracion.

Observaciéon. Cuando se integra parcialmente con respecto a una de las variables, la otra variable se con-
sidera constante y participa en la constante de integracion.

Ejemplo 2.10.15 Calcular

x y
[ rwmave [ ey, pua pic) =56 - 6y 4 890 -2,

Y Primero:

/ f(x,y)dxz/ (5x* —6x3y? + 8y —2)dx =

=5/x4dx—6y2/x3dx+8y3/dx—Z/dxz

_ 5(%) _ 6y2(%4) - 8y%x = 24 + h(y) =

3
=x> - Ex“y2 +8xy3 —2x + h(y).

Donde /(y) es cualquier funcién que depende sélo de y.

Segundo:
¥ ¥
/ fx,y)dy = / (5x* —6x3y? +8y3 —2)dy =
=5x4/ dy—6x3/y2dy+8/y3dy—2/dy=
3 4

=5x%y — 6x3(y?) + 8(%) -2y +h(x) =

=5x*y —2x3y3 +2y* — 2y + h(x).
Donde /(x) es cualquier funcién que depende sélo de x. O

Ejemplo 2.10.16 Calcular

x y
/ (. ) dx & / g (e, y)dy, para g(x. y) = /2% =3y.
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Y Primero:
1

/g(x,y)dxz/ \/Zx—3ydx=§/ (2x—3y)% 2dx.

du
Siu = 2x — 3y, con y constante = i = 2 = du = 2dx. Entonces:
X

* 1 [ 1
/ g(x,y)dxzi/ (2x—3y)%2dx=§/u%du=

1
5
Ll a3 (2 1 a3
— 5@x-3) (§)+h(y>—3(2x 3993 1 ().

Nlw

u
- T h(y) =
2

Donde /(y) es cualquier funcién que depende sélo de y.
Segundo:

y y 1 1y .
/ g(x,y)dy =/ V2x —=3ydy = _—3/ (2x —3y)2 (=3)dy.

d
Siu = 2x — 3y, con x constante = d_u = -3 = du = —3dy. Entonces:
y

1 [ | 1 | 1u?
—g/ (2x —3y)% (=3)dy = —g/uf du = —g”? Fh(x) =
1 3 2 3
= —g(Zx — 3y)7(§) + h(x) = —5(2x —3y)2 + h(x).

Donde /(x) es cualquier funcién que depende sélo de x.

Ejemplo 2.10.17 Calcular

x y
[ oemdxs [ gy dy, para i) = cosxy.
Y Primero:
X X X 1
/ o(x,y)dx =/ cosxydx =/ ;(cosxy)y dx .
. du
Advierta que u = xy, con y constante = I y = du = y dx. Entonces:
X

X 1 X 1
/ o(x,y)dx = ;/ (cosxy)y dx = ;senxy + h(y).

Donde /(y) es cualquier funcién que depende sélo de y.
Segundo:

y y Y1
/ ¢(x,y)dy=/ cosxydyz/ ;(cosxy)xdy.

du
Observe que u = xy, con x constante = T =x = du = x dy. Entonces:
y

y 1 [ 1
/ o(x,y)dx = ;/ (cosxy)x dy = o senxy + h(x).

Donde /(x) es cualquier funcién que depende sélo de x.
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Ejemplo 2.10.18 Calcular

x y
/ Fe.y)dx & / Fe.y)dy, para f(x,y) = xye™

Y Primero:

/f(x,y)dxz/ xyexydxz/ xe?ydx =

=uv—/vdu—xe / e dx =

1
=xexy——/ eydx =
y

1
= xe™ — ;exy +h(y) =

= (x - %)exy +h(y).

Segundo:

y y y
/ f(x,y)dy=/ xyexydy:/ ye ' xdy =

=uv—/vdu—ye / e*dy =

Ejercicios 2.10.6 Integracion parcial. Soluciones en la pdagina 17
Evaluar en cada ejercicio las integrales de la funciones presentadas

—_

N

«®

-

o1

1
:yexy—;/ exdy =

1
= ye*’ — ;exy + h(x) =

= (y - l)exy + h(x).
X

. /x f(x,y)dx & /y f(x,y)dy, para f(x,y) = 5x* — 6x2y?

X y
/ g(x,y)dx&/ g(x,y)dy, para g(x,y) =

Usamos la técnica de integracién
por partes, con y constante:

Uu=x = du=dx;
dv=eYydx = v=e"

Usamos la técnica de integracién
por partes, con x constante:

u=y = du=dy;
dv=e"xdy = v=e"

+4y3 1.

/x P(x.y)dx & /y ¢(x.y)dy, para¢(x,y) = xy(x? + y?)°.

/x fx,y)dx & /y f(x,y)dy, para f(x,y) = xycosxy.

/x gx.y)dx & /y g(x, y)dy, para g(x,y) = 2xye™ =¥
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Ejercicios 2.10.1 Definiciones bdsicas. Pigina 4

1. a 17; d e_% " f;
b. —4; y
_X y
c. 2a3; e. e x 4+ —.
X
d. 2¢3x3; 4 0;
1
e —, b. 0/
4 u u
f. 1; C. —ln<—);
t t
x3 4 2xy? —y3 u, qu
3 s d. —h’l(-),
X t t
h. x3 4+2xy2 —y3; u U
e. —ln<—).
x3 4 2xy2 — 3 ! t
3 ’ 5
y 5. a. —E,
j- x3 4 2xy2 — 3

| b. —1;

2. a 3 . X2 4y2

1 " oxy —x2’

b. —;

2 4 1+a?
1+ 42, sitx>0; Ca-1"'
1-+2, sitx <0, a?+1

e. ——;
— a2’
d. a + 1+ a2 aza )
X“+y
2 2 f. ——;
o LEVEHY s, P
X
3. a1 . x2 4%
1+e xy —x2’
b. ;
e x2+y2
o 1 h. 5
- Xy —x
Ejercicios 2.10.2 Derivadas parciales. Pigina 7
a
1. —f = 12x3 — 8xy2;
0x
d
—f = —8x2y —20y3.
dy
a
2. A =e¥*seny + e¢¥senx;
0x
d
—f = e* cosy — e cos x.
dy
3 0z 3x2y2+3x2y3.
Tax . (x3+4y2)2 7
dz 3x3y2 4 2x3y + 94
ay (3 +y2)2
d
4. 202 2tu3e’2"3(t2u3 +1);
ot
Jw 2,2 ,02u3 ;2.3
— =3t7u“e " (t7u” + 1).
du
dh 2 an2(y2 2 2 2 2 2 2 2
5. — =2x"sec”(x* + y°) + tan(x~ + y°) — 2xy tan(x* + y“) sec(x* + y~);

0x
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oh
@ = 2xysec?(x? 4+ y2) —2y2sec(x? + y?) tan(x? + y?) — sec(x? + y?).

Ejercicios 2.10.3 Diferencial total. Pigina 9

—_

. df =(ycosx —cosy)dx + (senx + xseny)dy.

N

[xy2 sec?(xy) + y tan(xy)] dx + [x2y sec?(xy) + x tan(xy)] dy.

dz = % [m(%) - 1] a’x+é [1 +ln(%)] dy.

. dy = Bu? — 4uw + 3w?) du + (6uw — 2u? — 8w) dw.

X u
. d¢=—mdx+ uz—xzdu.

@

[S2 BN

Ejercicios 2.10.4 Derivacion implicita. Pigina 10

1Lyr= 22 PN . s LR
x 4+ 2xy3 2xy2 4 2ye?¥ — x
, b :_Iny2+1 .
dx 5x3 cosx + 2y
3.y =-y+3x+3. 5. y/Zﬁ
Ejercicios 2.10.5 Derivadas parciales de orden superior. Pigina 12
1. a. fr =4x3 —4xy%; d. hyy = —x2 sen(xy);
b. fy = —4x%y +4y3; e. hxy = —xy sen(xy) + cos(xy);
C fex = 12x2 —4y?; f. hyx = —xy sen(xy) + cos(xy).
d. fyy = —4x2 +12y%; 4. a. zy = 102x — 3y)%;
e. fxy = —8xy; b. zy =—-152x — 3p)4;
£ fyx = —=8xy. C. zZyx = 80(2x — 3y)3;
2. a. gy=-e cosy+e¥cosx; d. zyy = 180(2x — 3y)3;
b. gy = —e*seny + e” senx; e. Zxy = —120(2x — 3y)3;
C. gxx = e*cosy —e” senx; f. zyx = —120(2x — 3y)3.
d. gyy = —e*cosy + e senx; 5. a. wy = —3sen(3u +2y);
e. gxy = —e*seny +e” cosx; b. wy = —2sen(3u + 2y);
f. gyx = —e*seny + e” cosx. C. Wyy = —9cos(3u + 2y);
3. a. hy = ycos(xy); d. wyy = —4cos(3u + 2y);
b. hy = xcos(xy); e. wyy = —6cos(3u + 2y);
c. hxx = —y2sen(xy); f. wyy = —6cos(3u + 2y).
Ejercicios 2.10.6 Integracién parcial. Pigina 15
x y 3 4
1. a / Fx,y)dx = x°=2x3y2 +4xy3 —x +h(y); b. / f(x,y)dx = _%(4)5 —5y)3 + h(x).

y
b./ fx,y)dx =5x*y—2x2y3 +y* —y + h(x).

X 3 4
2. a / ey dx = = (4x=59)3 +h(y);
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x 1
3. a / flx,y)dx = %(xz + 310+ h(y); b. /y f@.y)dx = ysen(xy) + — cos(xy) +-h(x).
y _ X2 2110
b / SO y)dx = 5505 4y T 4 h(x). 5 a /x fxy)dx = ye* ) 4 h(y);
4.

a. /x f(x,y)dx = xsen(xy) + % cos(xy)+h(y);

b. /y f(x,y)dx = —xeX?? + h(x).



