ECUACIONES DIFERENCIALES
REDUCCION DE ORDEN E100

Utilizando el método de reduccién de orden, calcular una segunda solucion de la edo dada y escribir
su solucion general.

(1)

2?y" + 2xy’ — 2y = 0; yi(z) =x

(2)
22y" + 3xy’ +y = 0; yi(z) = 27!
(3)
2z + 1)y" + 4oy’ — 4y = 0; y(z) = e
(4)
1 1
22y + wy’ + (x2—1)y:0; y1(x) =2 2senx
(5)

b
ay” + by’ + cy = 0; y1(x) = e 24" con a, b, ¢ constantes y b* — 4ac =0

canek.uam.mx: 21/ 4/ 2003.
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Respuestas

Utilizando el método de reduccién de orden, calcular una segunda solucion de la edo dada y escribir
su solucion general.

(1)

2y + 2y =2y =0;  y(z) =2z

Sea ya () = u(z)yi(z)
Si
Yo=ur =y, =u'r+u=y, =u’"=u"v+2u’

Sustituyendo en

vy + 2xyy — 242 = 0

Se obtiene
2 (u"r 4+ 2u’) + 2z(u'r + u) — 2(ux) = 0
20" + 22%u" + 22%u’ + 22u — 2ux = 0
2u” +42°u' =0

Dividiendo por *

(A) v+ =-u' =0
Si
dw
v=w=u 7

Sustituyendo en (A) se tiene que

dw 4
—+—w=0=
der =z
dw 4 N
- = ——w
dx x
d d
_’UJ:_4_SL’:>
w x
d d
_w:_4/—x:>lnw:—4ln:v+clz>
w T

Inw=Inr"*+Inc =In(cz™?) =

w = 02:)3_4
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Pero
,  du
w=u =—
dx
du N
— = Cx
dx

-3
U:CQ/I’_4dZE':CQ—3+03:>

C2 3 -3
u:—3:B +c3=>u=cx °+c3

Ya que basta con tener una u(x), entonces se puede tomar a ¢y =1y a cg =0.
Asf pues, u = 273
Pero ys(x) = ux, entonces

3 2

ya(z) =27 =277 = ya(r) = 27

Por lo tanto, la solucion de la edo

22y’ + 2y’ — 2y =0
Es:

y=kiyr + koo =y = k1w + ko2

Notese que: si se considera la familia de funciones u(x) = c4x™3 + c3, entonces

yo(x) = ux = (C4£L’_3 +c3)x

Ya(x) = c4x™? + 32, que es la solucién general de la edo dada.

2y + 30y +y =0, yple) =2

Si

y2(x) = u(x)yi(z) =
Yo = ur™t =
yg=u'z"! —uz™? =
yy =u"xt —2u'r? 4+ 2uz 3

Sustituyendo en

2%y 4 3xyy + Y2 = 0

Se obtiene
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2 (u"rt = 2u'r 2 2ur ™) + 3z(u'zT —urT?) furt =0

w"r —2u' +2ur '+ 3u’ —3ux +ur =0

uw'z+u =0
Dividiendo por x
u”"+=u' =0
x
Si
d
W =w=u" =Y
dx
sustituyendo en (B) se tiene que
dw 1
—+-—w=0=
dv x
dw dx
— = =
w x
/dw B dx
w o x
mw=—Inz+c =z ' +Inc =In(cz™t) =
w = 0293_1
d
Pero w = u' = -
dx
du SN
— =
dx 2

d
UICQ/LU_ldLU:CQ/—x:}
x

u=colnzr+cs
Ya que yo(x) = uz ™!, entonces
ya(z) = (cglnx + c3)x™!
Ya(z) = cor ' Inzw + cgx™!

Es la solucién general de la edo dada.

., Inx
Notese que la otra solucion puede ser: y = —.
x

(22 +1)y" +4zy' —dy=0;  yp(a)=e >
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Si
y2(x) = u(z)yi(z) =
Yo = ue X =
Yy =u'e”H — 2ue " =
yg// _ u//6—2w _ 4u/6—2x + 4ue—2m
Sustituyendo en
(22 + 1)yy + 4days — dyo =0

Se obtiene

(22 4+ 1)(u” — 4u’ + 4u)e™* + da(u’ — 2u)e "

Multiplicando por e?* se tiene que

— due % =

2z +1)(u" — 4u" + 4u) + 4x(u’ — 2u) —du =0
2z + Du" + (—8z — 4 +4x)u’+ 8z +4 — 8z —4)u =0
2z 4+ Du" + (—4z —4)u’ =0

Dividiendo por (2x + 1)

Si

Sustituyendo en (C) se obtiene

dw 4x+4
dr 2z +1

[
v _

,,_4:L'—|—4u,
241
:w:>u”:d—w
dx
:>dw 4r +4
w: _— =
w 2¢ + 1

2
/(2+2x+1> dx =

Ihw=2r4+m2zr+1)+c¢ =

2z In(2z+1) er 62x(2x + 1)y =

w=e€e €

d
w = c3(22 + 1)e**, pero w = d_u =
x

U= cy /(21’ +1)e* dw

Aplicando integracién por partes se tiene que

U = cowe® + ¢y

dr =



6 REDUCCION DE ORDEN E100
Ya que yo(z) = ue™>®, entonces

yo(x) = (02:)36% + c;»,)e_h

ya(x) = cow + c3e” %

Es la solucién general de la edo dada.

Notese que la otra solucion puede ser: y = x.

(4)

1 1
o2y" 4+ xy’ + (xQ—Z)y:O; yi(r) =2 2senx

Si

y2(x) = u(z)y(z) =
1
Yo = UT 2SenT =

1 1 1 _3
Yo =u'r 2 senz + u(x 2cosT — S 2senx) =

1 _1 1 _3 _1 _3 3 _5
Yy =u"r"2senz + 2u'(x 2cosT — o 2senz) + u(—x 2senx —x 2cosT + oo 2 sen x)

Sustituyendo en

1
oy + xyy + (:c2 — —) Yo =0

4
Se obtiene
1/ § ! §
u'x2senxt + 2u'xr2cosxr =0
De donde
(D) u"senz 4+ 2u'cosx =0

dw
Siv' =w=u"=—

dx

Sustituyendo en (D) se tiene que



T
w
—senz =
dx
dw

w

[
o _

Inw =
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w
d—senx—i—chos:c =0=

—2wcosr =

COS T

-2 dr =

sen T

By

senx

—2In(senx) + ¢, = In(senz) > + Incy = Incy(senz) 2 =

w = cy(senx) 2

du
Pero w = u’ = —, entonces
dx
du 1 9
Iy = G2y = C2ose xr =
X sén

uzcz/csczxdx:@(—cot:r) +c3 =

u =

—cycotr 4 c3 =

U= cycotx + c3

Si se toma a u = cot x, entonces

1
Yo = UT 2 SENT

1
= (cotx)x 2senx

cosy _1
= T 2senx
sen r
1

Yo =T 2COST

Por lo tanto la solucion general de la edo

Esta dada por

ay” +by" +cy = 0;

1
" + wy’ + (:)32 - Z) y=0

y(r) = kiyi () + koya(z)
1 1
=kix 2senx + kox~ 2 cosx

1
y(x) =z~ 2(kysenx + kycosx)

b
y1(z) = e 2a” con a, b, ¢ constantes y b*> — dac =0
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Si

Y2(r) = u(z)y: (z) =
b
Yo = ue 20T =

b b b

Yo =u'e 20" — —ue 2" =
2a
" " —LSC b / —ix b2 —ix
Yg =uU € 2a° — —ue 2a —|——2ue 2a
a 4a

Sustituyendo en

ayy + by, +cya =0

Se obtiene
1 b / b2 —ifﬂ / b —ifﬂ —iw
alu’' ——u +-—ule 2" +blu" ——u|e 2" 4 cue 2" =0=
a 4a? 2a
b? b2
av”" —bu'+—u+bu' ——u+cu=0=
4qa 2a

b2 2
au'/+<———+c)u:0:>
4qa a

,  b? =20 + 4dac
L2 TR,

au :O:}

4a

b? — dac

av — ———u=0=

4a

av” =0 =

v =0=

u'=c =

U = C1T + Co

Si se considera que u = x, entonces

Yo = we 2"
Por lo tanto, la solucion general es

b
y=(c1x + cg)e 2a”



