CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION DE RECUPERACION E0700
2-MAYO-2001, 13 H
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v =3
(1) Dada la funcién definida por f(x) = —5—, determinar:
x
Intervalos de crecimiento y de decrecimiento; maximos y minimos locales; intervalos de concavidad hacia
arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién; asintotas verticales y asintotas horizontales. A
partir del analisis anterior, hacer un esbozo de la gréfica de f.

(2) Un trozo de alambre de 10 m de largo, se corta en dos partes; una se dobla para formar un cuadrado y la
otra para formar un triangulo equilatero. ; Cuanto debe medir cada parte para que el area total encerrada
sea: (a) maxima, (b) minima?

(3) De acuerdo con la teoria de la relatividad, la masa m de un objeto que viaja a una velocidad v, estd dada
por

==
c
donde mg es la masa del objeto en reposo y ¢ es la velocidad de la luz.
(a) Explicar qué ocurre cuando v se acerca a la velocidad de la luz

(b) Explicar por qué sélo tiene sentido calcular lim m

v—C
(4) Un incendio forestal se extiende en forma circular, con un radio que aumenta con una rapidez de 5 pies/min.
.Con qué rapidez estda cambiando el area incendiada, cuando el radio es de 200 pies? ;Esta aumentando
o disminuyendo?
(5) Sea f: R — R una funcién continua en R cuya primera derivada f’ tiene la siguiente grafica:

f(=)
\

./ )
) —1\_/5 3

A partir de esta grafica de f’, determinar dénde la funcién f es creciente y dénde es decreciente. Explicar
ademds, cémo es la tangente a la graficade fenx=-2, v =—-1, 2 =2 & z =3.

canek.azc.uam.mx: 2/ 3/ 2006.



EVALUACION DE RECUPERACION E0700

Respuestas

2

(1) Dada la funcién definida por f(x) = x%

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento; maximos y minimos locales; intervalos de concavidad hacia
arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién; asintotas verticales y asintotas horizontales. A
partir del analisis anterior, hacer un esbozo de la gréfica de f.

, determinar:

v Dominio: Dy = R —{0}.
Raices o ceros de f(x)

?-3=0e’=3|z|=V3er=+V3.

Podemos escribir

1 3 _ _
f(x)—;——zgzzvl 373
Derivamos
B B 1 9 —2249
f’(x):—x2+9x4:—?+ﬁz " (*)

y de aqui calculamos los puntos criticos:

flr)=0& —2°+9=0<2"=9& |z|=3 & 1= 43

El signo de la derivada viene dado por la expresién —(z? —9) = — (2 + 3)(x — 3). Usamos entonces la tabla
Signo de
Intervalo | — |z +3|2x—3| —(z+3)(x —3)
r<-=3(<3)|—-| - — —
—B<x<3 | -] + - +
r>3(>-3)|—| + + —

Vemos entonces que
f(z) es decreciente para x € (—oo0, —3) y para z € (3, 400);
f(z) es creciente para x € (—3,0) y para x € (0, 3).
Con estos datos concluimos que
xr = —3 es un minimo local;
x = 3 es un maximo local.
Para calcular la segunda derivada, derivamos (x):
2
f(x) =273 - 362" = % - % = %7536

Para calcular los puntos de inflexién
fla)=0=2a2-18) =02 —18 =0 < 2 = +3V2.
La segunda derivada se factoriza entonces

(z +3v2)(x — 3v2)

x5

fh(x) =2
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El signo de la segunda derivada viene dado por = 4+ 3v/2,  — 3v/2 & 2. Usamos la tabla para conocer el
signo de f"(x)

Signo de
Intervalo r+3V2 | x|z —-3V2 | f(x)
r < —3v2(<0<3V2) — — — —
—3V2 <z <0(<3v2) + — — +
(=3v2) <0<z <3V2 + + — —
> 3v2(> 0> —3V2) + + + +

Vemos entonces que

f(z) es concava hacia abajo para z € (—oo, —3v/2) U (0,3v/2);
f(z) es céncava hacia arriba para z € (—3v/2,0) U (3v/2, +00).
Con estos datos concluimos que

r=—3v2 & z = —3v/2 son puntos de inflexién.

Calculamos

lim f(z) = lim

r—+o00 r—+o00 1’3

Por lo tanto, y = 0 es una asintota horizontal.
Vemos claramente que una asintota vertical es x+ = (0. Calculamos los siguiente limites para ver los
comportamientos laterales de la funcién en este caso

, =3\
s ) =" (32)" =+
I — (22 -

Mg ="\gr) =

Con todo la anterior vamos a hacer un bosquejo de la grafica.
Calculamos la funcién en algunos puntos:

x | f(z)
V3 0

3 10.2222
3v/2 | 0.196

La funcién es impar.
La grafica de la funcién f(z) es:
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f(z)

O

(2) Un trozo de alambre de 10 m de largo, se corta en dos partes; una se dobla para formar un cuadrado y la
otra para formar un triangulo equilatero. ; Cuanto debe medir cada parte para que el area total encerrada
sea: (a) maxima, (b) minima?

v Tomamos un alambre de 10 m de largo y lo dividimos en dos pedazos como se ve en la figura siguiente:

T 10 — x
Alambre

Con los pedazos formamos las figuras:

]

8

10—z

Cuadrado Tridngulo 6

x
Si se tiene una pedazo de alambre de longitud x y formamos un cuadrado, cada lado mide —. Si se tiene

4
10 —
otro pedazo de alambre de longitud 10 — z y formamos un tridangulo equildtero, cada lado mide .

Para calcular la altura del tridngulo usamos el teorema de Pitagoras, con lo que tenemos:

- B(m - x)r - E(m - x)r L VT B BN Ty LI

9 36 36
V3
6

= h=—(10 — z).
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El area encerrada por ambas figuras es:

N2 1 1 V3 1 V3
A :(—) S (10— @) x L2(10 — @) = —a? + Y210 — )%
(x) 1 +2><3( [L’)X6( x) 16x+36( x)
Esta es la funcién de la que deseamos calcular su maximo y minimo absolutos.
Dominio de esta funcién: Dy = [0, 10].
Cuando x = 0, formamos solo el triangulo y cuando z = 10, formamos sélo el cuadrado.
Calculamos la derivada

1 V3 1 10v3 V3 _9+4\/§x_5\/§

/ _ = Ve - - _ = LUV v *
A(x)—8x+18(10 x)(—1) 3% 13 +18x = o (*)

Calculamos la segunda derivada

)y 9+4V3
A'(z) = = >
Lo cual nos indica que la funcién A(z) es céncava hacia arriba. El punto critico que encontraremos sera
un minimo absoluto.

Igualamos a cero la primera derivada usando (x):

9+4\/§$_ 5v/3 40v/3

0.

=0=>1r=—""—=4.35.
72 9 9+44v3
Es necesario evaluar la funciéon A(z) en los extremos de su dominio para compararlos entre si:
25v/3

A(0) = % ~ 4.811.

100 10
A(10) = — = — =6.25.
(10) 16 1 6.25

Evaluamos en el minimo también
A M ~ 2.719
9+4v3

(a) El area maxima encerrada es cuando formamos un cuadrado de lado T

y entonces:

40v/3
9+4v3 "

O

(b) El drea minima encerrada es cuando se forma un cuadrado con un perimetro de longitud

con el resto del alambre formamos el tridangulo.

De acuerdo con la teoria de la relatividad, la masa m de un objeto que viaja a una velocidad v, esta dada
por

1— —
2
donde mg es la masa del objeto en reposo y ¢ es la velocidad de la luz.
(a) Explicar qué ocurre cuando v se acerca a la velocidad de la luz

v Calculamos:
, , Cmyo
lim m = llm ———— = +00.

v—cT v—c— A/c2 — 2

(b) Explicar por qué sélo tiene sentido calcular lim m

v—C

Vv Puesto que v < c.
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(4)

Un incendio forestal se extiende en forma circular, con un radio que aumenta con una rapidez de 5 pies/min.
.Con qué rapidez estda cambiando el area incendiada, cuando el radio es de 200 pies? ;Esta aumentando
o disminuyendo?

Vv La figura relacionada con el incendio es:

La relacion entre el area del incendio y el radio del mismo es
A(r) = mr®.

Pero el radio estd cambiando a una velocidad conocida de 5 pies/min. Es decir, depende del tiempo, es
una funcion del tiempo. Por lo tanto el area depende también del tiempo:

A(t) = 73 ().
Podemos entonces derivar esta expresion
A'(t) = 2mr(t)r'(t).
Esta es una relacién entre derivadas para todo t.
En particular, en un momento ¢, se tienen los datos especificados en el enunciado:
A'(tg) = 21r(to)r’ (to) = 2 x 7 x 200 x 5 = 2000 x 7 pies®/min. > 0.

El area esta aumentando en ese momento .

Sea f: R — R una funcién continua en R cuya primera derivada f’ tiene la siguiente gréfica:

f(=)
\

) —1\_/5 3

A partir de esta grafica de f’, determinar dénde la funcién f es creciente y dénde es decreciente. Explicar
ademds, cémo es la tangente a la graficade fenx =-2, v =—-1, 2 =2 & z =3.

Vv La funcién es creciente cuando la derivada es positiva;
para z € (—oo, —2)J (=2, —1)J (2, +00).

La funcién es decreciente cuando la derivada es negativa, es decir, para x € (—1,2).
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En z = —2 la tangente es vertical.
En z = —1 la tangente es horizontal, paralela al eje x, con pendiente cero.
De hecho tiene aqui un méaximo local porque la derivada cambia de signo de positivo a negativo.

En z = 2 la tangente es horizontal, paralela al eje x, con pendiente cero.
De hecho tiene aqui un minimo local porque la derivada cambia de signo de negativo a positivo.

En x = 3 la tangente no existe. La gréafica tiene un salto. Por la izquierda tiene pendiente ~ 1 y por la

derecha tiene pendiente = 5



